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　　⾃20世纪70年代以来，随着计算机科学与技术的蓬勃发展，使⽤计算机进⾏科学计算已
经成为⾃然科学理论研究的主流范式。“理论化学”这⼀化学分⽀学科逐渐发展为“理论与
计算化学”； 化学理论的载体的主要形式也从旧时代的公式和图形转变为现代的算法和程
序。发展化学理论模型并开发对应的计算机程序成了化学理论发展的最佳途径之⼀。
　　振动光谱学是研究化学体系动力学性质的主要途径之⼀。⾼精度的分⼦振动光谱体现了
振动能级之间的跃迁，进⽽反映了化学体系的 Hamiltonian； 复杂体系中的探针光谱体现
了探针分⼦所处化学环境的动力学信息，反映了能量在体系中流动的⽅式。从第⼀性原理出
发的振动光谱模拟需要获知体系的势能⾯和偶极矩⾯。
　　⾮平衡统计力学中的输运性质（包括粘度、扩散率、热导率、热扩散率）是⽓体的重要
属性，从理论解析、预测⽓体的这些性质需要求解体系的热力学⽅程。对于稀薄⽓体这⼀特
殊情形，列出体系的 Boltzmann ⽅程，并由 Chapman-Enskog ⽅法求解，可获得⽓体的
输运性质。然⽽，据我们所知，尚没有⼀种稳定、健壮的计算机软件可以完成从分⼦间势能
到⽓体输运性质的整套运算。
　　在攻读博⼠学位期间，作者针对上述科学问题和技术需求，以⾼精度势能⾯为核心，以
发展新模型、开发新软件为基本任务，完成了系列创新⼯作。
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摘要

摘要

化学体系振动光谱和输运性质的模型与实现

自 20 世纪 70 年代以来，随着计算机科学与技术的蓬勃发展，使用计算机

进行科学计算已经成为自然科学理论研究的主流范式．“理论化学”这一化学分

支学科逐渐发展为“理论与计算化学”；化学理论的载体的主要形式也从旧时代

的公式和图形转变为现代的算法和程序．发展化学理论模型并开发对应的计算

机程序成了化学理论发展的最佳途径之一．

振动光谱学是研究化学体系动力学性质的主要途径之一．高精度的分子振

动光谱体现了振动能级之间的跃迁，进而反映了化学体系的 Hamiltonian；复杂

体系中的探针光谱体现了探针分子所处化学环境的动力学信息，反映了能量在

体系中流动的方式．从第一性原理出发的振动光谱模拟需要获知体系的势能面

和偶极矩面．

非平衡统计力学中的输运性质（包括粘度、扩散率、热导率、热扩散率）

是气体的重要属性，从理论解析、预测气体的这些性质需要求解体系的热

力学方程．对于稀薄气体这一特殊情形，列出体系的 Boltzmann 方程，并由

Chapman–Enskog 方法求解，可获得气体的输运性质．然而，据我们所知，尚没

有一种稳定、健壮的计算机软件可以完成从分子间势能到气体输运性质的整套

运算．

在攻读博士学位期间，作者针对上述科学问题和技术需求，以高精度势能

面为核心，以发展新模型、开发新软件为基本任务，完成了系列创新工作．本

文的架构简介如下：

在第一章中，本文回顾了理论与计算化学发展的历程，总结了理论与计算

化学现阶段的核心任务之一是发展新模型、开发新软件，并对目前科学计算软

件的主要程序语言和编程范式做了介绍．

在第二章中，根据后文的研究内容，本文对所涉及的基本理论知识作了简

要介绍．其中内容主要包括：（1）分子光谱学的基本原理，导出在光谱学基本
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理论中能级差和跃迁偶极的中心地位；（2）分子振动光谱的基本原理，介绍了

分子的振动动力学，引出势能面和偶极矩面的概念；（3）介绍了统计力学的基

本原理，推导了 Liouville 方程等统计力学理论，并从稀薄气体的基本特性出发，

导出了 Boltzmann 方程．

第三章主要介绍多维 Morse 长程势能模型．光谱学精度的势能面在解释与

预测 van der Waals 复合物的红外与微波光谱中具有基石作用．其中，势能模型

的选择对于提供准确、健壮、可移植的分析势能面至关重要．Morse 长程势能

模型已经被证明是目前最为通用、灵活、精确的一维模型势能，且其物理含义

清晰，处处可微，并且在长程、短程极限都有正确的渐进行为．本章将介绍多

维 Morse 长程势能模型．该模型是基于 Morse 长程势能模型的一种扩展，能有

效、准确地表达 van der Waals 复合物的分子间相互作用势能面．在本章中，我

们介绍了多维 Morse 长程势能模型的发展及其在 van der Waals 复合物中的应

用．本文亦对多维 Morse 长程势能模型的未来发展做了展望．

第四章介绍了如何准确计算体系的偶极矩面．最近，人们越发关注起偶极

矩面的理论构建．然而，构建偶极矩面的计算方法并不像构建势能面那样受到

了广泛的验证．在本章中，以 Ar···He 为例，测试了如何使用从头算方法构建光

谱精度的偶极矩面．我们尤其专注于该场景下基组的影响，即，偶极矩函数随

基组大小的收敛情况、基组重叠误差、键函数的影响等．我们也测试了显相关

方法，相比传统的方法，显相关方法能够在较小的基组上收敛．该项研究为构

建偶极矩面提供了实例，使读者能够形象地理解不同计算技术的差异．

第五章主要介绍了局域量子振动嵌入理论框架．复杂体系的探针振动光谱

是探究体系动力学的常用方法．探针分子的振动必须要用量子力学描述，而体

系整体的动力学对探针分子的光谱有着重要的影响，从而传递了很多动力学信

息．我们发展了经典动力学和量子力学相结合的光谱学理论，在动力学模拟的

每一步都将探针分子的量子力学描述嵌入轨迹，实时计算瞬时振动频率、跃迁

偶极矩等瞬时物理量．采用自由度分离的方式，我们可以用较低的成本完成探

针分子光谱的模拟．

第六章介绍了计算二元稀薄气体输运性质的计算机软件 PENG．分子的基

本性质在实验和理论之间架起了桥梁．二元气体混合物的输运性质（扩散率、
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热扩散率、热导率及粘度）在实验上容易测量，在理论上也有明确的定义，但

难以使用高精度方法计算．除高精度的分子间相互作用势以外，基于势能曲线

进行可靠且能够进行高阶数值计算的程序也是不可或缺的．本章介绍 PENG 程

序，这个程序可以进行分子碰撞的数值积分，并通过 Chapman–Enskog 方法解

Boltzmann方程获得输运性质．程序能够在这两部分的运算中都达到任意阶，其

中没有硬编码的限制，因此只要计算机内存和运算时间充足，即可在更高的精

度上完成计算．PENG 程序是在面向对象的编程范式下精心设计的，这使得程

序本身逻辑清晰，容易修改．除了作为一个面向终端用户的程序外，PENG 也

可以被编译为一个动态链接库，有开发经验的用户可以扩展该程序，或将其嵌

入用户自己的程序中．

第七章总结全文，并对未来的工作进行展望．

关键词：

理论与计算化学，分子振动光谱，势能面，偶极矩函数，输运性质
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Abstract

Abstract

Models and Implementations for Vibrational Spectroscopy

and Transport Properties of Chemical Systems

Since the 1970s, with the boom in computer science and technology, the

use of electronic computers for scientific computation has become the dominant

paradigm in theoretical research. The subdiscipline of chemistry, “theoretical

chemistry”, has grown to be “theoretical and computational chemistry”. The

main platform nowadays of chemical theory have changed from the formulae and

graphs in the past to algorithms and programs. The development of theoretical

models of chemistry and corresponding computer programs has become one of the

best ways to develop chemical theories.

Vibrational spectroscopy is one of the mainstream methods to study the

dynamics of chemical systems. High-accuracy molecular vibrational spectra reflect

the transition between vibrational energy levels and thus the Hamiltonian of a

chemical system. Probe spectra of complex systems reflect dynamical information

about the chemical environment in which the probe molecule is located, and reflect

the way energy flows through the system. Simulating vibrational spectrum from

first principles requires the potential energy surface and dipole moment function

of the system.

Transport properties in non-equilibrium statistical mechanics (including vis-

cosity, diffusion, thermal conductivity, thermal diffusion) are important properties

for gases. The theoretical analysis and prediction of these properties require solv-

ing the thermodynamic equations of the system. For the special case of dilute

atomic gases, the Boltzmann equations of the system are formulated and solved

by the Chapman–Enskog method. The transport properties of the gas can be thus

obtained. However, to our knowledge, there is no stable and powerful computer

software publicly available that can perform the whole set of operations from the
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intermolecular potential to the transport properties of the gas.

During the period of doctoral study, the author has completed a series of

innovative works to address the scientific and technical requirements above. The

author developed new models and new software to solve such problems, in which

high-precision potential energy surface plays the central role. The structure of

the thesis is briefly described as follows.

In Chapter 1, we reviews the history of the development of theoretical and

computational chemistry, summarizes that one of the core tasks of the current

stage of theoretical and computational chemistry is to develop new models and

new software, and introduces the main programming languages and programming

paradigms of current scientific computing software.

In Chapter 2, the basic theoretical knowledge involved in the later chapters

is briefly introduced, including (1) the fundamentals of molecular spectroscopy,

introducing the central role of energy level gaps and transition dipole moment in

the basic theory of spectroscopy; (2) the fundamentals of molecular vibrational

spectroscopy, introducing the vibrational dynamics of molecules, leading to the

concepts of potential energy surface and dipole moment surface; (3) the funda-

mentals of statistical mechanics, deriving statistical mechanics theories such as

the Liouville equation, and derived the Boltzmann equation for dilute gases.

In Chapter 3, multi-dimension Morse/Long-Range (mdMLR) potential en-

ergy model is introduced. Spectroscopically accurate Potential Energy Surfaces

(PES’s) are fundamental for explaining and making predictions of the Infrared

and Microwave spectra of van der Waals (vdW) complexes, and the model used

for the potential energy function is critically important for providing accurate,

robust and portable analytical PES’s. The Morse/Long-Range (MLR) model has

proved to be one of the most general, flexible and accurate 1-D model potentials,

as it has physically meaningful parameters, is flexible, smooth and differentiable

everywhere, to all orders, and extrapolates sensibly at both long and short range.

The mdMLR potential energy model described herein is based on that 1-D MLR

model, and has proved to be effective and accurate in the potentiology of vari-

ous types of vdW complexes. In this chapter, we introduce the current status of
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development of the mdMLR model and its application to vdW complexes. The

future of the mdMLR model is also discussed. This chapter can serve as a tutorial

of construction of an mdMLR PES.

In Chapter 4, the accurate computation of dipole moment function is dis-

cussed. Recently, more attention have been paid on the construction of dipole

moment functions (DMF) using theoretical methods. However, the computational

methods to construct DMFs are not validated as much as those for potential en-

ergy surfaces do. In this chapter, using Ar···He as an example, we tested how

spectroscopy-accuracy DMFs can be constructed using ab initio methods. We es-

pecially focused on the basis set dependency in this scenario, i.e., the convergence

of DMF with the sizes of basis sets, basis set superposition error, and mid-bond

functions. We also tested the explicitly correlated method, which converges with

smaller basis sets than the conventional methods do. This work can serve as a

pictorial sample of all these computational technologies behaving in the context

of constructing DMFs.

In Chapter 5, the Local Quantum Vibration Embedding (LQVE) theoretical

framework is introduced. The vibrational spectroscopy of probe molecules in

complex system is a common way to study the dynamics. Vibration of the probe

has to be described by quantum mechanics, whilst the dynamics of the complex

system influence of spectra of the probes greatly, and thus dynamics information

is included. We developed the classical dynamics/quantum mechanics hybrid

spectroscopic theory, where in every step of molecular dynamics simulation, the

quantum description of the probe is embedded, and the instantaneous variables

such as vibrational frequency and transition dipole moment are computed on-the-

fly. Using the separation of degrees of freedom, we can complete the simulation

of the probe spectra with low computational costs.

In Chapter 6, the computer program PENG computing the transport prop-

erties of dilute binary gas mixture is introduced. The fundamental properties of

molecules bridge experiment and theory. Transport properties (diffusion, thermal

diffusion, thermal conductivity and viscosity) of binary mixtures are measurable

in experiments, and well-defined in theory, but difficult to compute with high
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accuracy. In addition to high-accuracy inter-molecular potential energy curves

(PECs), a reliable and high-order solution program that compute the properties

based on the PECs is required. In this work, we present a computer program

called PENG that performs the collision integration numerically, and solves the

Boltzmann equation in Chapman–Enskog fashion. The program has been devised

to perform both parts of the solution procedure to arbitrary order, so that no

hard-coded limitation will prevent a user from computing at higher precision,

except the amount of RAM and the required computational time. PENG is well-

designed in an Object-Oriented Programming (OOP) fashion, which make the

program clear and easy to modify. In addition to the end-user oriented program,

PENG is also compiled as a dynamic shared library that may readily be extended

and embedded in users’ programs.

Summary and outlook are given in Chapter 7.

Keywords:

Theoretical and computational chemistry, Molecular vibrational spectroscopy,

Potential energy surface, Dipole moment function, Transport properties
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第 1章 绪论

第 1 章 绪论

“理论”，根据《现代汉语辞典》中的定义，是“人们由实践概括出来的关

于自然界和社会的知识的有系统的结论”[1]．科学哲学家 Kuhn 则指出，理论范

式的转变会导致世界观的转变，任何自然科学都需要有理论作为支撑，而一切

实验观察均需要基于理论去描述 [2]．从某种意义上说，化学的一切分支均有理

论化学的成分，例如无机化学中的元素周期律、晶体结构理论，有机化学中的

诱导效应、共轭效应、电磁转移的反应机理，物理化学中的催化机理、化学热

力学，分析化学中的光谱学理论、色谱学中的塔板理论，均可以被认为是理论

化学的范畴．

然而，“化学理论”并不等同于“理论化学”．理论化学以其独特的研究范

式在化学的各个领域中独树一帜．在现在这个多学科交叉的时代，给理论化学

下严格的定义是非常困难的．但总体而言，理论化学是应用法则、总结规律À、

创建模型、自底向上Á解释并预测化学现象的化学子学科．本文先从历史的角度

看理论化学．

1.1 理论化学简史

化学理论和化学本身的历史一样长．现在普遍认为的化学是从炼金术发展

而来的．炼金术士们误认为不同的化学元素之间，可以通过简单的混合加热等

相互转化．后来人们意识到此类转化在一般条件下是不可能发生的，但并没有

认识到元素之间的关系．化学早期的很多重大突破都是发现了某某元素 / 物质

的存在．历史地看，这些工作实属重要，但用现代的观点来看就属于“集邮式”

的工作了．

恩格斯指出：“化学中的新时代是随着原子论开始的（所以，近代化学之父

À这里本文使用“总结”而不是“推演”一词，原因是化学规律虽然不会违反物理法则，但其
中包含了大量的合理近似，是化学尺度、化学场景下的规律．因此，理论化学不可以被简单地认
为是原子分子尺度的应用物理．

Á“自底向上”，是指由底层规律预测宏观现象的范式；相对应的“自顶向下”，是指由宏观
现象获知底层微观现象的范式．后文会提到，自顶向下也是理论化学实际研究中的重要手段，但
是总体而言，自底向上是主导的范式．
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不是拉瓦锡，而是道尔顿），相应地，物理学À中的新时代是随着分子论开始的

（是从运动形式互相转化的发现开始的，这在形式上虽然不同，但在本质上不过

是这一过程的另一个方面）．”[3] 原子分子论是我们回顾理论化学发展的起点，也

是现代理论化学研究的主要思想．

元素周期律的提出体现了当时人们的智慧，同时也体现了时代的局限性．

其一，Mendeleev 元素周期率是根据宏观实验现象总结而来的；其二，最初版本

的元素周期律是将元素的性质和原子量进行联系，而不是核电荷数，且“元素”

这一略显暧昧而含糊不清的说法也得到沿用．

在 19 世纪化学热力学和统计力学得到了长足的发展，这些工作基于模型体

系开展，受到很好的成效．这一领域的很多重要工作，例如 Boltzmann 方程 [4]、

Gibbs 关于表面的工作 [5]、van der Waals 关于分子半径和分子间相互作用的工

作 [6]，均在 19 世纪 70 年代发表，我们现在的很多工作依然是直接基于这些工

作完成的．

20 世纪，人们提出了量子力学（Quantum Mechanics，QM）[7] 和相对论

（Theory of Relativity）[8]．这两个理论，尤其是量子力学，给化学带来了翻天覆

地的改变．量子力学的研究直接导致了量子化学（Quantum Chemistry，QC）

的诞生，从此人们原则上可以预测化学反应了，因为我们掌握了在一般化学反

应中自身不发生改变的粒子（原子核和电子）的运动规律，而基于这样的规律，

我们似乎可以用物理理论直接描述化学过程，也有人评价化学成为了物理学的

子学科．

在继续介绍前，我们不妨回头看一下 20 世纪中叶之前的化学史．在并不了

解量子论的前提下，元素周期律被提出了，而在不清楚电子之运动规律的前提

下，分子间作用力被提出了，而在分子间作用力不甚了了的前提下，Boltzmann

方程被提出了．这些工作部分地遵循了我们称之为“自顶向下”的研究范式，它

们往往是由物质的宏观性质推测物质的微观结构，进而解释化学物理现象．从

而建立宏观与微观之间的联系．

量子力学的提出使彻底的自底向上的化学研究范式成为了可能．这种范式

也常常被称为“第一性原理”（first principles）．从事理论化学研究的人，尤其从

事应用量子化学的人，一般非常熟悉这种范式．在这种范式中，理论研究如同

À在当时的认知中，分子整体的运动是物理学的研究范畴．现在化学学科已经充分认识到分
子间相互作用的重要性，并将相关理论纳入化学的范畴．
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盖房子一样，首先要修建第一层才能修建第二层．而 19 世纪的范式更像是我们

想象一下第一层的样子，直接修建第二层、第三层 À，如果第三层依然没有倒

塌，那么我们关于第一层的想象是正确的．这样看起来，似乎自底向上的范式

有更为坚实的基础，从而占据了绝对的优势．然而这种优势并非轻易得到，正

如 Dirac 指出, “物理学的大部和化学的全部的数学理论所依赖的物理定律已经

完全为人们所了解．现在难点是精确地应用这些规律，而这会导致过于复杂以

致不可解的方程．”[9] 直接对量子多体问题进行求解，显然超出了人力驱动的计

算能力上限．当然跟随 Dirac 的工作，已经有很多近似的量子化学方法被提出，

但其计算的复杂度依然非常高．如果有一种不知疲倦且不会犯错的帮手来帮助

我们计算就好了．

这样的日子很快到来了．计算机的出现改变了包括理论化学在内的所有理

论科学．化学理论的载体由数学公式转变为程序算法，其中典型的例子就是

1998 年诺贝尔化学奖得主 Pople 的 Gaussian 程序 [10] 在化学各个领域中的广泛

应用，并且结合密度泛函理论、半经验量子化学方法将对分子电子结构的计算

提升到更大的尺度．2013 年诺贝尔化学奖再次授予理论化学家．他们因为对复

杂化学体系多尺度模型的发展而获得殊荣．

目前，自底向上的研究方式在理论化学中成为主流，但是自顶向下的方式，

即已知部分实验测量值，然后用这些数值来拟合（修正）模型，依然是一种重要

的研究范式，这种方法常用于粗粒化模拟中，如玻尔兹曼自洽迭代反演方法 [11]、

反向蒙特卡洛方法 [12] 等．在小体系的高精度理论研究中，自顶向下的范式也依

然焕发着其活力．

本世纪以来，越来越多的计算机科学成就被融入到理论化学的研究之中．比

较典型的应用，例如人工智能在理论化学中的应用（AI4Science），高性能计算

（High Performance Computing，HPC）在理论与计算化学中的应用．此外化学

信息学（Cheminformatics）领域的很多工作和理论化学有很大的重合之处，两

个学科关系很近．实际上我们并没有对理论化学的明确定义．学科边界的模糊往

往预示着学科的最新的增长点．这一般也意味着更多的学科交叉以及跨领域工

作的必要性．但根据字面的意思，“理论化学”至少应该保持其解释功能．[13–15]

或者说，一切理论学科实际上以人为本地体现了对自然的认知和理解．当然在

现在这个历史转折点上，一切的定义都可能发生进一步的改变．从某种意义上

À但是修建第二层、第三层依然是自底向上的．
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来说，我们回顾了理论化学的历史，同时我们也在历史之中．

1.2 理论化学的领域细分

当前理论化学的领域已经细分为至少三大块：电子结构理论、化学动力学

理论与化学中的统计力学．三块之间互相联系又有区别．由于领域细分，本文

只可能对这三块进行简要的介绍．

物质由原子核和电子构成．众所周知，即便是最轻的原子核，1H 原子核

（即质子），也是电子质量的约两千倍．因此我们可以将原子核的运动和电子的

运动和分开处理．由于该思想的广泛运用，理论化学处理电子运动的工作被称

为电子结构理论，而处理核运动的工作被称为化学动力学理论．这两个理论相

对来说都是微观的理论．我们生活的宏观世界中，我们的大多数传统科学仪器

所测量的都是宏观物理量．而将微观量跟宏观测量联系起来的，则是化学中的

统计力学．最近，有一些能够直接观测物质微观状态微观结构的实验方法诞生

了，例如一些微观成像方面的工作（包括基于光学的以及原子力的）．这些方法

提供了微观量和实验相互对照的直接方式．

当然，我们可以将电子结构理论当做某种意义上的“黑盒子”，为分子动力

学模拟提供支撑．而分子动力学模拟已经是统计力学的研究的最主流方法．光

化学、光谱学的研究则和量子统计、电子结构以及核运动都密切相关．统计力

学中的许多理论，例如增强取样等，实际上是因为分子动力学模拟的客观困难

而衍生而来的．可以说理论化学这棵大树的主干上已经长出了三个最大的粗枝

干，而这些枝干进而又长出小的细枝，这些细枝的树叶还相互交叠．这样的一

个庞然大物，很难不让其他领域的科学家感到恐惧．

理论化学的发展史注定了其天然地带有物理、数学和计算机科学的基因．

这使得“理论”这个词具有了一种奇妙的威慑力，将更多的人阻挡在理论化学

的大门之外．另一方面由于化学越来越成熟，越来越有越来越多的应用工作应

运而生，而化学作为一种基础学科，只是具体应用的工具而已．正如我们钉钉

子不需要了解锤子是如何制造的一样，很多化学工作者，实际上对化学理论并

不十分感兴趣．诚然，没有理论并不影响现有工具的运用，而一些化学历史也

似乎说明了有些化学上的重大突破并不需要当代理论化学那样的研究范式，但

理论化学作为一种保障手段，在护航化学的稳步推进．理论化学的研究成果已
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经成为了化学中部分分支的基本工作语言：我们难以想象没有分子轨道理论和

非绝热动力学的光化学，也难以想象没有过渡态理论的催化化学，更无法想象

没有价键理论的有机合成化学．

1.3 本文的两大主题：分子振动-转动光谱与稀薄气体输运性质

本文主要介绍作者在攻读博士学位期间在分子的振动-转动光谱和稀薄气体

输运性质计算模拟方面取得的一些进展．这两部分内容的的详细介绍可参考下

一章，这里仅作介绍性的描述．

尽管在化学中，采用量子力学处理电子已经成为了共识，完全使用量子力

学处理原子核运动还存在一定的困难．一般认为，使用经典力学处理分子的平

动和（内）转动还算能够勉强接受，而处理高频振动则带来较大的误差．在分

子的振动-转动光谱理论中，我们则有两个视角：其一是微观的视角．在微观的

视角下，如果我们不去细致地考虑谱线的展宽，分子的振动-转动光谱峰的位置

就对应了其振动-转动能级的能量差，而其强度和偶极矩相关．我们可以使用数

值方法求解体系核运动的定态 Schrödinger 方程来获得光谱．在构造这样的核运

动方程时，我们则需要体系的势能面；而在预测谱线强度时，我们需要偶极矩

函数．其二则是统计的视角．在统计力学中，体系的红外光谱可以简单地写为

体系的偶极矩时间自相关函数的 Fourier 变换．这样的结论为人所熟知（尤其是

分子动力学研究者），但是在下一章中我们将介绍，这样的理论完全是在量子统

计力学框架下得来的．假定我们可以做到整个体系的全量子力学模拟（其中包

含电子与核的含时演化），则按照上面的方式可以得到分子的全局光谱．然而，

在实践中我们几乎总是使用经典力学演化原子核À，在分子模拟中直接包含电子

的时间演化的工作就更少了．因此，这样得到的振动光谱总是失去了分子振动

的强烈量子效应．本文尝试回答上面的问题：一是如何构建一个可靠的势能面，

二是如何构建一个可靠的偶极矩函数，三是如何在分子动力学模拟中包含分子

振动的量子效应．

分子的运动方程可以用来预测光谱，但不仅仅是光谱．有了高精度的分子间

相互作用势能面我们也可以计算物质的其他统计力学性质，气体的输运性质就

是其中常被研究的，主要包含其粘度、热导、扩散、热扩散等．稀薄气体的输运

À当我们说“分子动力学模拟”时，我们默认是“经典分子动力学模拟”：谁会不强调自己做
了量子动力学的模拟呢？
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性质属于非平衡统计力学的研究范畴．稀薄气体的统计行为可以由 Boltzmann

方程描述．Boltzmann 方程可以通过这样的途径推演得到：稀薄气体分子之间

几乎不发生相互碰撞，因此“各跑各的”．在这种情况下，我们容易列出相空

间中分子的速率分布函数所需要服从的时间演化方程．而真实的分子总会碰撞，

如果我们考虑进入和离开相空间微元的分子数目（这当然和分子的速率分布函

数相关），我们就可以得到描述稀薄气体运动统计行为的 Boltzmann 方程．而

在平衡态，进入相空间微元和离开相空间微元的分子数目达到动态平衡，此时

Boltzmann 方程的解就是 Maxwellian 速率分布函数．我们可以从 Maxwellian

速率分布函数出发，通过 Chapman–Enskog 方法得到稀薄气体的输运性质．其

中，分子碰撞的微观动态学就由分子间相互作用势能描述．在本文中，我们介

绍了使用上述理论计算稀薄气体输运性质的软件 PENG．该软件在程序架构和

用户界面上都做了精心设计，并且能够使用任意高阶的 Sonine 多项式计算气体

输运性质．我们希望今后可以利用这些工具进一步校准我们的势能面．

1.4 理论化学的程序化

上文已经阐述了当代理论化学和计算机科学不可分割的关系．计算机用于

理论化学计算已经不是“必然的趋势”，而是已经成了现实．如何控制计算机进

行理论化学计算，则成了一个理论化学家必须面对的问题．其中最简单的方法

当然是使用别人已经编制好的程序．比如前面已经介绍到的 Gaussian 程序以及

本文所介绍的由作者编写的程序．然而我们常常会发现，仅仅使用这些程序是

不够的．新的理论计算方法需要自己编制计算机程序实现．就目前而言，使理

论化学的研究成果惠及更多研究人员的最佳方法就是建立模型并编写对应的计

算机程序．

目前进行理论化学计算的最重要的操作系统是自由软件 GNU/Linux 平台．

虽然也有在 Windows 和 Macintosh 上进行理论化学计算的例子，但并非主流．

传统上计算科学所用的编程语言是 Fortran．Fortran 是最早出现的高级语

言．传统上 Fortran 是编译式的、指令式的、面向过程的语言．较近几个版本的

Fortran，例如 Fortran 90 以后，已经支持了面向对象的编程范式．Fortran 有几

个非常适合科学计算的特点：其一是有丰富的旧有的专业程序可以供我们参考

或嫁接；其二，它的性能在各个高性能计算平台上得到了充分的优化，并支持

各种常见的并行计算模型；其三，它是针对科学计算的语言，有很好的科学计
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算“基础设施”，例如原生的高维数组、丰富的数学计算库（包括标准库和第三

方库）．这些特点让 Fortran 经久不衰，目前还是有很多人使用．然而，总体而

言，Fortran 相较于其他语言，在专业程序员中的认可度并不是很高，因此使用

Fortran 开发在编辑器的自动补全、实时错误提示等方面较为薄弱，这无疑提高

了程序设计的难度．此外，虽然新版的 Fortran 已经支持了更多的编程范式，但

它的表达能力还是稍显薄弱．

Python 是最近兴起的重要的通用编程语言，已经广泛地被运用于科学计算

中．Python是一种解释型的动态语言．单纯的 Python语言性能较差．用于科学

计算的 Python 语言，往往需要搭配 NumPy、SciPy、Pandas 等科学计算库使

用．这些库的底层往往使用 C语言或者 Fortran语言编写，因此它们的性能较原

生 Python好．然而在实践中，我们依然发现，即便使用了这样的库，Python的

性能依然不佳．另一种提升 Python性能的方式是实时编译（just-in-time，JIT）．

在 Python 中这种 JIT 技术的使用，往往是通过 Numba 在特定的函数之前加

上装饰器（decorator）实现的．JIT 技术能够一定程度上提升 Python 的性能．

Python 受到欢迎的原因是它简洁易懂的语法以及支持丰富的社区．目前发展

火热的人工智能在科学计算中的应用领域，一般都是通过使用人工智能库（如

TensorFlow、PyTorch 等）通过 Python 接口来实现的．

C 语言是系统编程语言．Linux 内核就是用 C 语言编写的．使用 C 语言可

以自由地分配内存、管理系统资源，尽可能地提升程序性能．然而 C 语言的抽

象能力略显薄弱，因为它相对缺乏高级的程序结构．现在一般使用 C++ 作为

实际使用的科学计算语言．C++ 在基本具备 C 语言的性能的同时，加入了很

多高级的程序设计概念，是软件工业界应用最为广泛的语言之一．现在一般认

为 C++ 是编程范式最为丰富的语言．尽管如此，C++ 由于过于丰富而导致其

学习难度较大，但这一点是针对完整掌握 C++ 的语言特性而言的．

Julia 语言是目前科学计算领域的新星．它是一种编译型语言，但它并不

像传统的 Fortran 和 C/C++ 等一样显式地调用编译器进行编译．Julia 采用了

JIT 技术，即它在运行时实时推断数据的类型，并且针对这些类型编译出高效

的函数．这似乎成为了一种在开发便捷性和程序性能之间的平衡，且 Julia 原生

支持调用 C/C++ 库，这在性能和代码复用上具有一定的优势．然而目前版本

的 Julia 还并没有达到非常理想的程度．例如采用 Julia 编写的程序，加载任何

一个纯 Julia 编写的函数都需要重新编译，这导致其单次运行的性能较差．这些
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问题虽然部分地通过一些技术手段进行了改进，然而目前的实现并没有达到十

分理想的状态À．此外，Julia 目前而言还是比较年轻的语言，其第三方库不如

老牌语言丰富．

这里本文并没有试图给这些语言排出一个高下．事实上读者总是可以根据

自己的需要选择编程语言和编程范式．以下列出不同语言使用基本的循环结构

计算 1 到 100 的和的代码，以期提供读者对于这些语言的直观印象．

1. Fortran 90
program main
implicit none
integer :: s = 0
integer :: i
do i = 1, 100
s = s + i

enddo
write(*,*) "1 + 2 + ... + 100 = ", s

end program main

2. Python
#!/usr/bin/env python3
s = 0
for i in range(101):

s += i
print("1 + 2 + ... + 100 = ", s)

3. C++
#include <iostream>
int main() {
int s = 0;
for (int i = 1; i <= 100; ++i) {
s += i;

}
std::cout << "1 + 2 + ... + 100 = " << s << std::endl;
return 0;

}

4. Julia
s = 0
for i in 1:100

global s
s += i

end
println("1 + 2 + ... + 100 = ", s)

相比计算机程序语言，编程范式对程序设计的影响更大．尽管采用了不同

的编程语言，但是实际上各个语言是大同小异的，这是编程范式类似的缘故．

过程式编程，或称指令式编程，就是一步一步“教”计算机如何算的编程范

À写作时 Julia 最新版本为 1.8.1．
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式．上面的例子均为过程式编程的范例．过程式编程的主要结构包含顺序、判

断、循环和子程序（函数）等．

面向对象编程则是使用对象来抽象一个现实生活中存在的物体．这样，我

们可以用对象中的数据来抽象物体的属性，而用对象的方法来抽象物体的行为．

用这种方法，不仅可以抽象现实生活中存在的物体，而且可以抽象算法．这在

理论化学计算的情景下十分重要．面向对象编程可以方便地把公共变量封装为

对象，所以不同对象之间的属性不会因此名称相同而相互冲突，也免去了传递

大量参数的困扰．这对于代码复用、扩展原有的代码是十分有利的．面向对象

编程中有关继承的语法也很容易地把代码实现的算法迁移到相似的体系中．

模板元编程是实现泛型风格代码的重要技术手段．由于很多类型之间并不

会有严格意义上的继承关系，因此并没有办法单纯地采用面向对象编程的方法

复用代码．然而，模板元编程里可以通过模板自动推导不同类型数据对应的代

码．例如实数类型和复数类型当然不会有继承关系：在大部分程序语言中，实

数类型是基本类型而复数类型是由两个浮点数组合而成的对象，或者，例如在

C++ 中，复数类型是一个模板（std::complex<T>）．然而，一旦完成了复数
类型的四则运算的定义，则线性代数中大部分对实数类型有效的算法则可以直

接通过模板元编程迁移到一切具有数的性质的对象中，这其中包括复数．

其他的编程范式还有函数式编程、声明式编程等，但在理论计算化学中有

比较大影响力的主要是上面介绍的过程式编程、面向对象编程、模板元编程三

种．

1.5 本文结构

本文主要就理论计算化学中光谱理论和非平衡态统计力学理论的部分模型

进行了发展和程序化．在第二章中，本文将简要地描述本文所需用到的理论基

础．第三章我们将讨论多原子分子间相互作用的势能函数模型，多维 Morse 长

程势能模型；第四章针对碰撞诱导的光谱中偶极矩的计算方法做讨论，主要是

站在从头算基组的角度探讨如何计算全局可靠的偶极矩面；第五章我们将进一

步讨论溶液等凝聚相体系振动光谱的半经典计算方法的发展，尤其是多原子分

子在溶液中的振动光谱的谱线位置及谱线形状；第六章我们回到气相分子，通

过 Boltzmann 方程计算稀薄二元混合气的输运性质．最后是总结与展望．
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第 2 章 理论基础

从头开始写本文中原创工作所涉及的所有理论基础显然是不现实的．本文

假定读者了解经典力学、量子力学、统计力学的最基本概念（大约相当于化学

专业本科生的程度），并在这样的基础上进一步介绍．

2.1 凡例：标量、矢量、张量、态矢与算符

在进入正式的讨论前，我们有必要对数学符号做一个简单的定义．我们遵

循文献 [16] 的传统，我们使用意大利体（a）来表示标量，用粗意大利体（a）来

标记一个矢量，且如果不做特殊说明，a 是 a 的模．例如，速度 c = (u, v, w) 是

一个矢量，其 x、y、z 分量为 u、v、w．因此 c 的函数 f 也就是 u、v、w 的函

数．该函数的梯度就可以记为

∇cf =
∂

∂c
f =

(
∂f

∂u
,
∂f

∂v
,
∂f

∂w

)
. (2.1)

两个矢量的标量积（内积）记为 a.b，为 a 和 b 的各个分量乘积之和．该

函数的散度则可以记为

∇c.f =
∂

∂c
.f =

∂f

∂u
+
∂f

∂v
+
∂f

∂w
. (2.2)

如果点没有出现，ab 代表一个二阶张量（矩阵），我们使用加粗的无衬线

体来标记（w）

w = ab =


axbx axby axbz

aybx ayby aybz

azbx azby azbz

 =


wxx wxy wxz

wyx wyy wyz

wzx wzy wzz

 . (2.3)

这样的张量的散度是其对角元的和．我们可以在 xyz 空间定义无散张量
0
w

0
w = w − 1

3
(wxx + wyy + wzz)U, (2.4)
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其中 U 为单位矩阵．如果矩阵 w 的行列互换，我们就得到其转置 w，或记为

wT．我们可以将 w 对称化，得到

w =
1

2
(w +w). (2.5)

这个符号，可以与无散张量的符号拼合，得到
0

w．

张量与张量的简单乘积仍然是张量，其元素为

(w.w′)αβ =
∑
γ

wαγw
′
γβ, (2.6)

而双重积（或标量积）为

w : w′ =
∑
αβ

wαβw
′
βα. (2.7)

标量之间的积一般不加显式的乘号．如果我们需要刻意强调这里需要做一

次标量之间的乘法，那么可能使用“.”或者“×”来标记．

在讨论量子力学时，如果有可能，我们都会使用 Dirac引入的态矢（bra-ket）

系统 [7,17] 来表示态，例如 |a⟩．当然有时我们会显式地使用波函数，这在文中会

提及．我们一般会给算符加一个“帽子”（hat）来作区分，例如 Hamiltonian Ĥ．

此外，为防止和其他符号混淆，在本文中，虚数单位使用无衬线体的 i表示，

自然常数（自然对数的底）使用无衬线的 e表示．本文中的需要强调的术语使用

仿宋体排版；为防止和下标 0、o 及 O 混淆，按国家推荐标准 GB/T 15834–1995

及 W3C 工作组《中文排版需求》中有关科技文献的排版说明，参照《科学通

报》等国内期刊排版惯例，句号使用“．”表示．

2.2 势能面

势能面显然是理论化学中最重要的概念之一．势能面的概念有些复杂，尤

其是由于近年来电子结构理论（或者说计算量子化学）的长足发展，势能面的

概念逐渐被窄化为从头算势能面（ab initio PES）À，甚至 Born–Oppenheimer

À目前我们还不能断言这样认识的风行是好事还是坏事，毕竟包括本文在内也大量使用从头
算势能面．
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势能面．本文拟从两个角度来分析势能面这个概念，从而加深我们对于势能面

的认识．

2.2.1 纯粹动力学观点下的势能面

本文定义动力学（dynamics）为关于原子核运动的学问．我们现在了解原

子的构成，也了解原子如何构成分子．但我们不妨先忘记这些量子化学的馈赠，

回到我们只知道经典力学的状态．

因为原子可以组合成分子，分子又可以聚集成为凝聚相，我们容易得出结

论，即原子之间普遍存在相互作用．而原子当然是有质量的，这样大量原子所

组成的物质才会有质量．根据这两点，我们可以直接写出其运动方程．例如，在

Newtonian力学下，从 Newton第二定律我们知道，如果质量为 mn 的原子 n 受

的合力为 Fn，则其加速度为
À

an = Fn/mn. (2.8)

这样我们已经写出了体系在 Newtonian 力学下的运动方程的形式，唯有力 Fn

未知．

如果我们这里说的力都是保守力，那么我们可以把力替换为势能（potential

energy）V 的负梯度．对 N 原子体系

Fn = −∂V (r1, r2, . . . , rN)

∂rn
, (2.9)

其中 rn 是原子 n 的 Cartesian 坐标，包含 x、y、z 三个分量．为求简便，我们

同等看待 x、y、z，均写为 x，并用统一的指标 d 标记它们

Fd = −
∂V (x1, x2, . . . , x3N)

∂xd
, (2.10)

这里 V 是一个 3N 维的单值函数．这样的函数常常被称为“（超）曲面”．这就

是我们常说的势能面（potential energy surface，PES）．这里的势能，和宏观世

À注意我们这里已经取了质量不变的假设．
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界里的势能是一样的，是且仅是位置的函数À．

上面的理论当然也可以通过经典力学的其他表述（例如 Lagrangian 力学、

Hamiltonian 力学）给出，且在量子力学下同样成立．显然，单纯关于核运动的

理论无法直接给出关于势能面的细节．我们可以做的唯一一件事就是假定势能

函数的形式，通过调整参数，求解核运动方程，得到和实验测量的性质一致的

结果，则认为这个势能面是合适的Á．

2.2.2 微观视角下的势能面

如果我们将上一小节对于势能面的理解认为是表面的，或是宏观的，那么

这一节试图给出一个微观的解释．

考虑到核运动和电子运动处于不同的时间尺度，可以认为，在核运动所及

的每一个几何构型，电子都可以迅速运动且随之平衡．这样我们可以通过电子

结构理论得到核运动的势能面Â．

这样的理论是这样达成的：[18] 首先，我们写出分子整体的 Hamiltonian

Ĥtot(r,Q) = T̂e(r) + T̂N(Q) + Û(r,Q) + V̂ (Q), (2.11)

上式中，等号右侧四项分别为电子动能、核动能、电子势能（包含电子之间相

互作用和电子与核之间的相互作用）、核势能．r 代表电子的坐标，而 Q 代

表（广义）核坐标．可写出体系的定态 Schrödinger 方程（Time-Independent

Schrödinger Equation，TISE）

ĤtotΨt(r,Q) = EtΨt(r,Q). (2.12)

À势能在汉语中也常被叫做“位能”，在日语中被称为“位置エネルギー”，在朝鲜语中称为
“위치에너지”，均包含了“位置”的含义．这是一种意译．英文中的 potential 来源于拉丁文
的 potentia，意为权力、可能性、力量．这和中文的“势”含义一致（《说文》：“盛权力也．”）
potential energy 一词由苏格兰工程学家 Rankine 在 1853 年首先提出，当时和 actual energy 相
对应提出，意为“被贮存的能量”．这和古希腊哲学家 Aristotle 的关于实现性和潜存性的论述相
对应．

Á事实上，这件事是如此重要，以至于发展成了一个重要的研究方向．
Â虽然这个部分的理论是现代理论化学的核心，但术语使用非常混乱．文献 [18] 里表 2 总

结了不同文献对于不同理论的不同称呼．统一这样的术语一般被认为是国际纯粹与应用化学联
合会（International Union of Pure and Applied Chemistry，IUPAC）的任务．但目前 IUPAC
Gold Book 中的定义过于简练了 [19]．
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为表达方便，我们采用 Dirac 的态矢符号 [7]

Ĥtot |t⟩ = Et |t⟩ . (2.13)

为把电子和核的运动分开，我们可以采用以下拟设（ansatz）

⟨r,Q|t⟩ =
∑
k

ψk(r,Q)χkt(Q), (2.14)

其中，ψk(r,Q) 是所谓的电子波函数，是以下电子 TISE 的解，

Ĥeψk(r,Q) = (T̂e(r) + Û(r,Q) + V̂ (Q))ψk(r,Q) = ϵkψk(r,Q). (2.15)

在上式中，Q 仅以参数形式进入该方程．我们暂时不回答式中 χ 的具体含义，

而是先将其理解为随核坐标而变的系数．我们将式 2.14 带回分子整体的 TISE

（式 2.13），有（为表达方便，我们同样定义 ⟨r|k⟩ = ψk(r,Q)）

Ĥtot |t⟩ =
(
Ĥe + T̂N

)
|t⟩ =

∑
k′

|k′⟩⟨k′| Ĥe + T̂N |t⟩

=
∑
k′

|k′⟩

[
⟨k′| Ĥe

(∑
k

|k⟩χkt

)
+ ⟨k′| T̂N

(∑
k

|k⟩χkt

)]

=
∑
k′

|k′⟩

[
ϵk′χk′t +

∑
k

⟨k′| T̂N (|k⟩χkt)

]
.

(2.16)

不失一般性地，我们令 Q 为质量权重的核 Cartesian 坐标À，我们可以写出

T̂N = −ℏ2

2

∂2

∂Q2
= −ℏ2

2

∑
d

∂2

∂Q2
d

. (2.17)

ÀQ =
√
mx，m 为粒子质量，x 为 Cartesian 坐标．后面讨论分子振动会继续采用这个技巧．

15
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因此，式 2.16 中有关核动能的项可以写为

⟨k′| T̂N (|k⟩χkt) = ⟨k′|

(
−ℏ2

2

∑
n

∂2

∂Q2
n

)
(|k⟩χkt)

=− ℏ2

2

∑
d

(
⟨k′| ∂

2

∂Q2
d

|k⟩χkt + 2 ⟨k′| ∂

∂Qd

|k⟩ ∂χkt

∂Qd

+ ⟨k′|k⟩ ∂2

∂Q2
d

χkt

)
= ⟨k′|T̂N|k⟩χkt − ℏ2

∑
d

⟨k′| ∂

∂Qd

|k⟩ ∂χkt

∂Qd

+ δkk′T̂Nχkt.

(2.18)

让我们把式 2.18 代回式 2.16，有

Ĥtot |t⟩ =
∑
k′

|k′⟩
[
ϵk′χk′t + ⟨k′|T̂N|k⟩χkt

− ℏ2
∑
d

⟨k′| ∂

∂Qd

|k⟩ ∂χkt

∂Qd

+ δkk′T̂Nχkt

]
=
∑
k

|k⟩ ϵkχkt +
∑
k′

|k′⟩⟨k′| T̂N |k⟩χkt

− ℏ2
∑
d

∑
k′

|k′⟩⟨k′| ∂

∂Qd

|k⟩ ∂χkt

∂Qd

+ |k⟩ T̂Nχkt.

(2.19)

我们试图获得 χkt(Q)．我们采取绝热近似（adiabatic approximation），假

定除 χ0t 外，其他 χkt 均为 0，则有（ ⟨k| ∂
∂Qd
|k⟩ = 1

2
∂

∂Qd
(⟨k|k⟩) = 0）

ϵ0χ0t + ⟨0|T̂N|0⟩χ0t + T̂Nχ0t = Etχ0t. (2.20)

我们很容易的从式 2.20 识别出定态 Schrödinger 方程．

[
T̂N +

(
ϵ0(Q) + ⟨0|T̂N|0⟩

)]
χ0t = Etχ0t. (2.21)

上式被称为 Born–Huang 近似（BH）．如我们进一步假定 ⟨0|T̂N|0⟩ = 0，则为

Born–Oppenheimer 近似（BO）．上式中大圆括号里的部分，就可以被认为是核

运动的势能面．可以证明，BO 近似给出基态能量的下限，而 BH 近似给出上

限．而式中的 χ 则是核运动波函数．

当绝热近似被打破的情况下（这主要发生在电子态非常接近的时候），我
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们需要采用一些手段来处理电子态之间的耦合，主要是式 2.19 中的 ∂/∂Qd 项，

它被称为非绝热耦合À．此时至少有两种策略，其一是继续沿用上面的方法，

显式地保留 ∂/∂Qd 项；或者我们不再执着于采用电子 Schrödinger 方程的解，

而是通过幺正变换使得 ∂/∂Qd 为 0Á．这样核运动方程就会更像一个标准的

Schrödinger 方程（因为没有动量项，即一阶导数项），唯有势能涉及多个透热电

子态及其耦合（因为这些电子态不再是电子 Hamiltonian 的本征函数）．这两个

策略，前者对应的势能面被称为绝热势能面，而后者被称为透热（diabatic）势

能面．

这里我们主要就透热的情况做一个说明．此时，利用透热电子态与核运动

的状态函数基 |v⟩ 的直积为基来构建完整的状态．我们还是用 |k⟩ 来标记电子

态，不过这次是透热的．那么，整体 Hamiltonian 的矩阵元可以写作（按 BO 近

似的精神，忽略电子波函数对核坐标的二阶导数项）

⟨v′| ⟨k′| Ĥtot |k⟩ |v⟩ = ⟨v′| ⟨k′| Ĥe + T̂N |k⟩ |v⟩

= ⟨v′| ⟨k′|Ĥe|k⟩|v⟩+ δkk′ ⟨v′|T̂N|v⟩ .
(2.22)

可以看出，势能现在从一个单值函数演变为一个矩阵
⟨0|Ĥe|0⟩ ⟨0|Ĥe|1⟩ · · ·

⟨1|Ĥe|0⟩ ⟨1|Ĥe|1⟩ · · ·
...

...
. . .

 (2.23)

而核的动能项还是我们熟悉的二阶导数的形式，没有多出来的一阶导数（动量

项）．

上面是从数学角度讨论了透热的意义．我们同样也从物理角度来探讨．我

们观察非绝热耦合项的物理含义：非绝热耦合项代表着随着核坐标的变化，某

电子态甲对应的电子波函数发生变化，并且（微分）变化量和与其自身正交的

某乙重合．也就是说，绝热电子态在非绝热耦合项很大的核几何构型下，多个

电子态发生了严重的混杂．而透热电子态能够保持自身的性质不变Â．这往往对

应着更好的化学物理图像．因此，很多时候动力学研究会倾向于采用透热势能

À相比于这一项，∂2/∂Q2
d 可忽略．

Á实际上这往往做不到，只能让它（的绝对值）尽量小．
Â这里的性质，主要是电子态的构成，可以理解为电子态波函数的形状不变．
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面作为更好的近似（例如光解动力学 [20]）．

显然，BO 近似势能面、BH 近似势能面、透热势能面都是微观理论给出的

可能的解．我们当然有更多可能的解，例如 Ehrenfest 动力学的平均场 [21]，以

及最近将核量子效应考虑到势能面中的部分工作 [22–24]，都体现了势能面解释的

非唯一性．

即便上面的推导有些复杂，读者不想费心阅读，我们也可以简单地结论如

下：势能面并不仅仅是绝热近似的结果或推论，而是一个泛化的、专注于核运

动的观念．在很多研究中，在 BO 近似没有被打破的前提下，采用 BO 近似势

能面当然是一个合理的选择，这也是目前量子化学从头算软件默认使用的近似，

所以往往也被称作从头算势能面．而为了更好的物理图像，往往采用透热势能

面．当精度要求非常高时，采用拟合实验数据的方法给出势能面是更加有必要

的．事实上，就理论光谱学而言，目前最精确的势能面几乎都是通过拟合实验

数据得到的，这不只是因为具体量子化学计算方法带来的误差，事实上，BH 近

似告诉我们势能面是可以和核的质量有关的（Q 中包含质量）．而常见的从头算

势能面并没有考虑这一点．

我们用图 2.1 来总结上面的两小节，并对后面的章节做一个结构性的提示．

势能面可以从微观原理来，也可以从宏观性质来，进而结合动能项和统计力学

再给出宏观性质的预测．

图 2.1 动力学理论与其他领域之间的关系．
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2.2.3 势能面的性质

就原子尺度的分子势能面而言，除以上所论述者，尚余一些要点，罗列如

下：

其一，在无外场的情况下，分子势能面不随分子整体的平动和转动改变．例

如，我们有双原子分子A–B，一旦其键长 rA−B 确定，其势能确定．即

V̂A−B = V (rA−B). (2.24)

一般地，使用 3N − 6 （对于线形分子，3N − 5）个广义坐标即可确定 N 原子

分子势能面，称分子内自由度（degrees of freedom）．

其二，分子的势能面有局域最小点（local minima），或称平衡构型．其数

学上的特征是对坐标一阶导数为 0 而二阶导数矩阵（Hessian）半正定À．这些

点是研究分子静态性质的关键．

其三，分子势能面上会有一系列鞍点（saddle points），其数学特征是对坐

标一阶导数为 0 而二阶导数不全大于 0．特别地，一阶鞍点常被称之为过渡态

（transition state）．过渡态是研究分子反应性质的关键，但很多时候分子的反应

会涉及非绝热过程，应留心．

其四，势能面持守分子本身的对称性，包括点群的对称性和对易对称性．

二、三两点特性我们在分子振动部分还会提及．

2.2.4 势能模型

由于势能面是坐标的函数，我们可以用分析函数形式表示它，这一般被称

为势能函数模型．势能函数模型可以被分为数学模型和物理模型．数学模型是

指较少考虑物理的模型，而物理模型正好相反．当然这样的二元划分很难说是

泾渭分明的．

以水 H2O 的势能为例．H2O 分子的势能显然可以使用三个变量的函数来表

示：r1、r2 和 θ（图 2.2）．现考虑这个势能面的性质．

一、r1 和 r2 满足对易对称性．容易发现，其势能 V 满足

V (r1, r2, θ) = V (r2, r1, θ). (2.25)

À即其特征值总是大于等于 0，而且在非线形分子中，一般是六个 0，对应分子的平动和转动．
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图 2.2 H2O 的几何构型．

二、θ 是角度，满足

V (r1, r2, θ) = V (r1, r2,−θ), (2.26)

和

V (r1, r2, θ) = V (r1, r2, 2nπ + θ), n ∈ Z. (2.27)

显然，上述两点均直接来源于分子的数学性质（对称性），而欠缺化学物理

方面的考虑．

三、H2O 分子里有两根化学键，这两根化学键应该满足化学键的一般性质，

例如键在过短的时候由于原子核电性相同，势能会急剧升高；而键在很长的时

候，应该会趋向于一个定值，称为解离极限．

四、H2O 分子里有一个键角，这个键角应该满足键角的一般性质，在我们

的问题中，键角的性质很大程度上和氧原子的 sp3 杂化有关．

上述两点就有一定的化学物理方面的考虑了，尤其是关于电子结构的考虑．

就第一点性质，我们有多种解法：其一，我们可以总是强制 r1 有关的项和

r2 有关的项对称出现，例如，若势能函数中有 r−61 ，则必有 r−62 ；其二，我们可

以总是将 r1 和 r2 排序，让较长者为新的 r1；其三，我们可以利用群论构造预

对称化的变量，例如我们将 r1、r2 变为 r1 + r2 和 r1− r2，且不允许后者的奇函

数作为一项出现在势能的表达式中．

就第二点性质，我们可以简单地采用 cos θ 作为自变量．

第三点和第四点就需要更多物理的方法．例如对键长而言，我们可以采用

Morse 函数来表示．或者如果我们不考虑键的完全解离À，采用弹簧势也是可以

À这里我们已经考虑到后面动力学演化和统计物理．
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接受的，这也是分子力学中常见的策略．

上述策略在不同的势能函数模型中有不同的侧重和考虑．在更多原子、更

高维度的势能模型中，这些策略当然远比这里的例子复杂．例如，PIP-NN [25,26]

及 FI-NN [27] 较多考虑分子的对称性质，一般被归类于数学模型．Morse 势能则

显然可以被归类于物理模型．再次重申，数学模型和物理模型的分类并非泾渭分

明的．读者在看到图 2.2 后À，很难不先入为主地认为这三个变量 r1、r2 和 θ 是

天经地义的．事实上，数学告诉我们，如果我们定义两氢原子之间的距离为 r3，

我们也可以使用 (r1, r2, r3) 来唯一确定分子的构型．因此即便是在 (r1, r2, θ) 坐

标下的的数学模型，已经包含了相当的物理观念．而最近流行的 Deep Potential

模型中 [28]，虽然其内核也是神经网络这个目前看起来是“黑箱子”的模型Á，它

已经蕴含了物理中的原子相互作用局域化的思想．而 EANN 则包含了更多物理

的思考 [29]．更加物理的模型，例如 Morse 长程势能模型（Morse/Long-Range，

MLR）模型 [30] 中直接包含了对原子长程极限、短程极限的物理表达，但其中的

β 函数也引入了纯数学的多项式展开以提升模型本身的灵活性和准确性．而我

们的 mdMLR 模型（见下文）则一方面结合了 MLR 的物理，另一方面藉刚体

分子的转动对称性引入对称性匹配的多项式作为基函数，准确地表示了多原子

分子间的相互作用．我们可以展望，势能模型在未来还会继续沿着数学和物理

两者结合的路线发展下去．

2.3 分子光谱学基础

光谱学（Spectroscopy）是人们联系理论和实验最重要的工具之一．和其他

工具的不同之处在于，光谱学总是可以和分子运动的能级联动起来，从而光谱

学可以被认为是一种微观的实验手段，同时又是一种动态的实验手段．这和其

他表征物质宏观性质，探讨统计平均结果的表征方法有很大的差别．因此，光

谱学是研究分子动力学的利器．当然，光谱学和统计力学依然是分不开的，我

们会在后面的介绍中看到这一点．

本文工作中有很大一部分讨论光谱学．本节粗浅地介绍分子光谱学的基础

知识，以供读者参阅．

À尤其是有化学背景的读者．
Á可解释的人工智能目前还在研发中，但目前还没有十分令人满意的结论．
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2.3.1 光的基本属性

光谱（Spectrum）是指光强度随频率的变化．如果我们把这个概念扩展到

分子的表征或分子性质的研究上，分子光谱是一般是指分子同光的相互作用的

程度随频率的变化．光又称电磁波，是电场和磁场随时间和空间的变化．在经

典力学下，单色光所对应的电场可以表示成一个余弦函数

E(r, t) = E0 cos (k.r − ωt+ ϕ0) , (2.28)

其中，r 为空间坐标，k 为波矢，ω 为角频率（或圆频率），t 为时间，ϕ0 为初始

相位．为简单起见，我们略去空间项 k.r，因为我们后文要介绍的分子光谱往往

采取了光的波长 λ 远大于分子尺度的近似．上述物理量有如下之关系

ω = 2πν = 2π/T, λν = c, (2.29)

其中 T 为周期，ν 为频率，单位是赫兹（Hertz，Hz）．而上式中 c 为光速．我

们规定了真空中光速 c0 ≡ 299 792 458m s−1．注意不同介质中光速有所不同，但

光的频率保持不变．因此，波长随介质改变而改变，我们很容易可以定义真空

中波长 λ0．

历史上，人们难以测量红外光的频率，转而测量其波长．因此，我们定义波

数 ν̃ = λ−10 ，即单位长度内的真空中波长个数．同样由于历史原因，最常见的波

长单位并非公制单位的 m−1，而是 cm−1．容易发现，波数和频率成正比．由光

量子的基本定律，光量子所带能量为

E = hν = ℏω, (2.30)

式中，h 为 Planck 常数，ℏ = h/2π 为约化 Planck 常数．这里为了叙述方便，直

接引用热力学温标的新定义, 即

1 J = 1 kgm2 s−2 = kB × 1K, (2.31)

其中，Boltzmann 常量 kB 被定义为 1.380 649× 10−23 JK−1．很显然，波数单位

cm−1、频率单位 Hz、能量单位 J、eV、Eh、温度单位 K，均可被用于衡量能量．
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为求简明，本文将跟随业界传统加以混用（包括单位和物理量），而不作过多解

释．感兴趣的读者可以访问作者的网站 https://www.zhaiyusci.net/unit
sconvert/，其中提供了量子化学、光谱学和统计力学领域常见单位的转换．
光可以按照其频率成为 γ 射线、X 射线、紫外线、可见光、红外光、微波辐

射、无线电波．不同频率的光和物质相互作用，就会对应不同种类的光谱．例

如，红外光（Infrared，IR）（波长介乎 760 nm 与 1mm 之间）与物质相互作用，

对应了物质的红外光谱，往往对应着分子的振动．

光的另一个基本属性是其偏振（polarization）．光是一种横波，其电场的振

动方向和光传播方向总是正交的．最简单的情形是线偏振（linear polarization），

即光所对应的电场方向总是不变．我们不妨假定光的偏振是沿着 z 轴方向的．

其他类型的偏振，例如圆偏振（spherical polarization），在手性问题上有重要的

应用，但超出了本文的研究范围．

2.3.2 光和分子相互作用

我们当然可以采用量子光学来理解光和分子的相互作用，但对于我们接下

来的话题，采用一个半经典的模型就足够了．在这个半经典模型中，光被（经典

地）理解为随时间变化的电场（见上一小节），而分子的运动则采用量子力学来

处理．并且，我们假定这个电场并不强，以至于我们可以采用微扰理论来处理．

分子的运动状态可以由 TISE 的解得来

Ĥ |ψi⟩ = Ei |ψi⟩ . (2.32)

我们采取两态模型À，因此，两个态的状态函数为

|Ψ0(t)⟩ = |ψ0⟩ exp(−iE0t/ℏ) = |ψ0⟩ exp(−iω0t),

|Ψ1(t)⟩ = |ψ1⟩ exp(−iE1t/ℏ) = |ψ1⟩ exp(−iω1t).
(2.33)

注意到我们加入了含时的相位 exp(−iωnt)．

À当然我们可以采用更多态的模型，然而这会导致更高阶的微扰和更复杂的数学推导．
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现在我们考虑入射的光对应的电场（式 2.28）所带来的扰动，标记为 Ĥ ′

Ĥ ′(t) = −
∑
r

qrE(t).r

= −E(t).
∑
r

qrr

= −E(t).µ̂.

(2.34)

上式中，r 是分子内的粒子坐标，而 qr 为该粒子所带的电荷．µ̂为偶极（dipole）

算符À．由于电场随时间变化，不难理解，微扰项 Ĥ ′ 亦为时间 t 之函数．我们

不妨假定光的偏振总是沿着 z 轴方向，使得上式内积简化为分子偶极 z 分量同

电场的相互作用（并且为了简便，省略了 z）

Ĥ ′(t) = −Ez(t)µ̂z

= −E0z cos(ωt)µ̂z

= −µ̂E cos(ωt).

(2.35)

现考虑分子自身 Hamiltonian和微扰项共同作用的结果．在光照射下，分子

体系的含时 Schrödinger 方程（Time-Dependent Schrödinger Equation，TDSE）

为

iℏ
∂

∂t
|Ψ⟩ =

(
Ĥ + Ĥ ′(t)

)
|Ψ⟩ . (2.36)

我们采用孤立分子的两态（式 2.33）作为基（basis），则式 2.36 的解可以写作

|Ψ(t)⟩ = a0(t) |ψ0⟩ exp(−iE0t/ℏ) + a1(t) |ψ1⟩ exp(−iE1t/ℏ)

= a0 |ψ0⟩ exp(−iω0t) + a1 |ψ1⟩ exp(−iω1t),
(2.37)

式中的 a0(t) 同 a1(t) 皆为随时间变化的系数．将这个拟设代入式 2.36，有

iℏ(ȧ0 |ψ0⟩ exp(−iω0t) + ȧ1 |ψ1⟩ exp(−iω1t))

= Ĥ ′a0 |ψ0⟩ exp(−iω0t) + Ĥ ′a1 |ψ1⟩ exp(−iω1t).
(2.38)

此中符号上的点意为对时间求导，ȧ ≡ da/dt．

À这里我们采用了 IUPAC 的定义，偶极方向由负电一端指向正电一端．有一些旧文献采用了
相反的定义．
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将上式左乘基，可以得到

iℏȧ0 = a0 ⟨ψ0|Ĥ ′|ψ0⟩+ a1 ⟨ψ0|Ĥ ′|ψ1⟩ exp(−iω10t),

iℏȧ1 = a0 ⟨ψ1|Ĥ ′|ψ0⟩ exp(iω10t) + a1 ⟨ψ1|Ĥ ′|ψ1⟩ .
(2.39)

式中 ω10 = ω1 − ω0．注意我们总有 ⟨ψ| 和 |ψ⟩ 的对称性相同，而微扰项是 z 方

向的矢量，它具有空间反对称性．故上式简化为

iℏȧ0 = −a1µ01E exp(−iω10t) cos(ωt),

iℏȧ1 = −a0µ01E exp(iω10t) cos(ωt).
(2.40)

式中 µ01 = ⟨ψ0|µ̂|ψ1⟩为跃迁偶极矩（transition dipole moment）．我们定义 Rabi

频率

ωR =
µ01E

ℏ
, (2.41)

它正比于体系在两态之间往复的频率．我们将余弦函数转化为指数式（Euler 公

式），得到

ȧ0 =
ia1ωR (exp{−i (ω10 − ω) t}+ exp{−i (ω10 + ω) t})

2
,

ȧ1 =
ia0ωR (exp{i (ω10 − ω) t}+ exp{i (ω10 + ω) t})

2
.

(2.42)

我们考虑光的频率 ω 和分子的能级差 ω10 相近的情况．此时，上式中指数上做

差的项是低频项，而求和的项是高频项．我们略去高频项，有

ȧ0 =
iωR exp{i.∆.t}a1

2
,

ȧ1 =
iωR exp{−i.∆.t}a0

2
.

(2.43)

式中，∆ = ω − ω10．这是一个微分方程组．取初始边界条件 a0(0) = 1 及

a1(0) = 0，有

a0(t) =

(
cos

(
Ωt

2

)
− i

(
∆

Ω

)
sin

(
Ωt

2

))
ei.∆.t/2,

a1(t) = i
(ωR

Ω

)
sin

(
Ωt

2

)
e−i.∆.t/2.

(2.44)
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其中，Ω =
(
(ωR)

2 +∆2
)1/2
．这里我们先考虑最简单的情况，即光子的能量和分

子的能量相等的情况À．在这种情况下，

|a1|2 = sin2

(
ωRt

2

)
,

|a0|2 = 1− sin2

(
ωRt

2

)
= cos2

(
ωRt

2

)
.

(2.45)

我们已经看到，在光的电场强度一定的情况下，体系处于激发态的几率和跃迁

偶极矩有关．而当 ∆ ̸= 0时，容易看到，|a1|2 的最大值迅速衰减，即体系不会有

很大的几率处于激发态．即理论告诉我们，光谱会在 ω10 处出现一个尖锐的峰．

诚然，Rabi 频率以及相关的 Rabi 振荡在量子光学 [31]、量子计算 [32]、自旋

共振谱（核磁共振、电子自旋共振）等领域十分重要，然而对于大部分的化学研

究，尤其是在本文所重点研究的分子振动光谱领域，该概念并没有被作为重点

研究对象Á．上面的推导在本文的意义也仅仅是为了导出跃迁偶极矩这个概念．

为求简便，我们直接给出弱场条件下的情况．此时，Einstein B1←0 系数（吸收

辐射激发）可以写作

B1←0 =
1

6ε0ℏ2
µ2
10 =

2π2

3ε0h2
µ2
10. (2.46)

而光谱吸收截面可以写为

σ10(ν) =
2π2µ2

10

3ε0hc
νg(ν − ν10). (2.47)

式中 g 是谱线形状函数．吸收光谱的强度和上述量呈负指数关系．

本节小结，我们如果要从理论上预测光谱，需要搞清楚两个物理量：能级

与偶极．在本文中，这两个方面都有所讨论．

À即共振．
Á部分原因是分子的碰撞等弛豫现象抑制了 Rabi 振荡 [33]；另一部分原因是实验上的光谱是

长时间的统计结果，且化学家更关注化学物质本身的动力学．感兴趣的读者可以自行参考相关
文献．
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2.4 分子振动及其光谱

广义的分子振动是指分子内部自由度的变化，而狭义的分子振动多指其中

的往复变化，例如伸缩（stretching）、弯曲（bending）、摇摆（rocking）等．分

子的振动对应的光谱通常落在红外波段．在前文我们已经讨论过光谱学的基本

原理，我们下面把结论具体地应用于分子振动问题上，即，分子振动的能级是

怎样的？其跃迁偶极又是如何的？

2.4.1 微观（或者单分子）观点下的分子振动光谱

在 § 2.2 中我们已经介绍了势能面的微观解释和原子核与电子运动的分离．

现在我们采取 BO 近似，并沿用前文的符号（但我们已经知道 χkt 的意义是核

运动的波函数，所以直接写成右矢的形式），把整体的波函数写为

|t⟩ = |k⟩ ⊗ |kt⟩ . (2.48)

现我们用光谱学的理论（§ 2.3.2），考虑跃迁偶极．由于我们此处考虑振动光谱，

因此始态和末态都在同一个电子态上，我们不妨让他们都在基态（|0⟩）上，则

跃迁偶极为

µtt′ = ⟨0t′| ⟨0| µ̂ |0⟩ |0t⟩

= ⟨0t′|µ0(R) |0t⟩ .
(2.49)

在上式中，我们先把电子坐标进行了积分，得到了 µ0(R)．这个量被定义为偶

极矩面（dipole moment surface，DMS）À．需要指出，偶极矩面所谓的偶极矩

和分子间相互作用理论中的偶极矩实际上是一致的，因为实际上从 § 2.3.2 中容

易看出，光谱学里的偶极矩也是从分子和电场的交互作用得来的Á．

À偶极矩面也是一个和核运动紧密联系的概念，其微观解释和势能面也有非唯一性，不过我
们在这部分已经毅然选择了 BO 近似，就不再仔细区分理论之间的差异了．另外，从实验数据
直接来的偶极矩面真的很罕见．目前，分子偶极矩面是理论计算主导的研究领域．

Á值得指出的是，在一般的分子间相互作用经典中 [34,35]，偶极矩的导出并不需要从 BO 近似
来，而是直接静态地（statically）从分子的电荷分布得来，因此分子偶极之间的相互作用被归类
于静电相互作用（electrostatic interaction）．
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2.4.1.1 分子平动、转动与振动的分离

我们已经在上一节讨论过分子的势能．现如果我们可以写出其动能，则整

体的 Hamiltonian 则容易写出．

我们先从经典力学的角度讨论动量的写法．考虑分子中的原子 n，其体

系固定坐标（body-fixed frame，BF）为 rn
À．BF 本身有其在空间固定坐标

（space-fixed frame，SF）Á里的平动坐标 R，以及对应的角速度 ω．

原子 n 在 SF 中的速度可以写为

Ṙ+ ω × rn + ṙn. (2.50)

分子整体的动能 T 就可以写作 [36]

2T =
∑
n

mn(Ṙ+ ω × rn + ṙn)2

=Ṙ2
∑
n

mn +
∑
n

mn(ω × rn)2 +
∑
n

mnṙ
2
n

+ 2Ṙ.
∑
n

mnṙn + 2Ṙ× ω.
∑
n

mnrn + 2ω.
∑
n

mnrn × ṙn.

(2.51)

现我们考虑 BF 的意涵．平动即质心位置的变化；而转动则需要指定一个

参考构型．我们不妨用平衡构型 an 作为参考，则 rn = an + ϱn，ϱn 是原子坐

标相对平衡构型的变化量．BF 跟随分子的平动和转动，因此其平动动量和转动

角动量都应为 0 （Eckart 条件 [37]）

∑
n

mnṙn = 0 且
∑
n

mnan × ṙn = 0. (2.52)

利用上式整理整体动能的表达式

2T =Ṙ2
∑
n

mn +
∑
n

mn(ω × rn)2 +
∑
n

mnṙ
2
n

+ 2ω.
∑
n

mnϱn × ṙn.
(2.53)

À所谓的体系固定坐标，就是坐标轴跟着分子的平动转动一起平动转动的坐标．
Á所谓的空间固定坐标，也被称为实验室坐标系，可以理解为绝对的空间（在非相对论框架

下）．
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我们容易识别出上式中的整体平动项 Ṙ2
∑

nmn，整体转动项
∑

nmn(ω × rn)2，

以及振动项
∑

nmnṙ
2
n．唯有 2ω.

∑
nmnϱn× ṙn 的含义模糊．我们将该项定义为

振动-转动耦合（vibration-rotation coupling）．在精度要求不高的情况下，该项

可忽略．

2.4.1.2 经典力学框架下的简谐振动

上一小节仅对分子的三种运动形式做了简单的分析．我们并没有一个具体

的方案去构造分子内振动的坐标，即上一小节中的 r．

如何具体定义这个 3N − 6 维空间实际上方案很多．最简单的方案是

Cartesian 坐标下的简谐振动．我们注意到最简单的振动形式是简谐振动，如我

们可以将分子的振动也简化成简谐振动，就可以利用经典力学或量子力学里关

于简谐振动的知识来解决分子振动的问题．

一维的简谐振动的势能为坐标的二次函数．这对应着振子受力与平衡位

置距离成正比．因此，如果振动的坐标为 Q，振子的质量为 m，则体系的

Hamiltonian 为

H =
mQ̇2

2
+

1

2
kQ2. (2.54)

多维振子可以定义为若干相互独立的一维振子所组成的集合，其 Hamilto-

nian 可以写为

H =
∑
d

mdQ̇
2
d

2
+
∑
d

1

2
kdQ

2
d. (2.55)

由于 md 总和 Qd 对应，我们可以把它们合并，即采用质量权重坐标．我们使用

波浪符（˜）来标记“质量权重”
Q̃d =

√
mdQd. (2.56)

我们可以把 Hamiltonian 转化为

Ĥ =
∑
d

˙̃
Q2

d

2
+
∑
d

1

2

kd
md

Q̃2
d

=
∑
d

˙̃
Q2

d

2
+
∑
d

1

2
ω2
dQ̃

2
d

=
1

2
˙̃
QT.

˙̃
Q+

1

2
Q̃T. diag(ω2).Q̃.

(2.57)
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其中 ωd 是对应第 d 个振动的角频率．式 2.57 是简洁的，它不显含不同振子的

质量，注意到我们已经把求和式转换为矢量式．

分子的振动需要进行一步近似才能和上式相似．我们将分子中原子的

Cartesian 坐标记为 x，我们约定其顺序为

x = (x1, y1, z1, x2, y2, z2, . . . , xN , yN , zN)
T. (2.58)

跟随上面的方法，我们可以采用质量权重的坐标

x̃ = (
√
m1x1,

√
m1y1,

√
m1z1,

√
m2x2,

√
m2y2,

√
m2z2,

. . . ,

√
mNxN ,

√
mNyN ,

√
mNzN)

T.

(2.59)

在后文中，为求简洁，这样的变换不再显式提及．

一般地，我们可以将势能写成 x̃ 的函数À，V = V (x̃). 我们将分子的势能

在其平衡构型 x̃e 附近截断到 Taylor 展开的二阶，则其势能为

1

2
∆x̃T.H̃.∆x̃, (2.60)

其中 ∆x̃ = x̃− x̃e．这个式子很容易在 Cartesian 坐标下写出（全 3N 维）．其

中，H̃ 为分子的质量权重的 Hessian 矩阵．很容易想到，如果将其进行幺正变

换，使其对角化，

diag(ω2) = Ξ̃
T
.H̃.Ξ̃, (2.61)

则对应的

Q̃ = Ξ̃
T
.∆x̃ (2.62)

为简谐振动坐标．组成 Ξ̃ 的列向量 {ξ̃i} 则对应了简谐振动模式在 Cartesian 坐

标下的向量表示．如此，我们就可以得到和式 2.57 一样的势能．而由于是幺正

变换，动能依然保持原来简洁的形式．

我们来检讨一下上面的理论．首先，上面的理论得出的 {ξ̃i} 是一组正交归

À当然有冗余．
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一的矢量．一般的情况，这些矢量的非零元素遍布所有维度（除去一些高对称

性的情况）．这些矢量的物理含义是在空间中对应振动模式原子的运动方向．也

就是说，简谐振动是线性的、离域的，（几乎）遍布整个分子的．其二，通过上

面的理论，分子的各个自由度之间的耦合的二次项被消除了，因此，分子的振

动被抽象成多个孤立谐振子的集合，这对于一个理论来说非常重要，因为这代

表着谐振子近似为研究者带来了分子振动的基本物理图景，在后面的理论发展

中会发现，我们实际上有一族理论是建立在对这个物理图像的修正上的．其三，

上面的理论直接描述了完整的 3N 个自由度．因此必有 6 个 0 频率，分别对应

平动和转动．

实际计算中，为避免数值误差，往往先将平动和转动分离出去．我们已经

知道 N 原子分子的全部运动应由 3N 个变量描写．或者，它们对应一个 3N 维

的线性空间．这个线性空间的一个（平凡的）表示是

diag (1, 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
3N

. (2.63)

矩阵的每一列代表一个自由度．同样，我们容易写出对应的三个平动自由度和

三个转动自由度的坐标．其中平动为

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1
...

...
...

0 0 1



, (2.64)

同样，每个列向量代表一个自由度．每一行对应这每一个原子的 x、y、z．这样

第一列代表所有原子一齐向 x 方向运动，依此类推．转动稍显复杂，考虑分子

整体角速度在 x、y、z 方向的分量，不妨假定为 1，则转动对应的矢量即可通过
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向量积法则求出 

0 z1 −y1
−z1 0 x1

y1 −x1 0

0 z2 −y2
−z2 0 x2

y2 −x2 0
...

...
...

yN −xN 1



, (2.65)

式中，x、y、z 是参考构型的 Cartesian 坐标．容易证明，上述六个矢量是相

互正交的，为书写简便，没有进行归一化．现我们可以采用投影的方法，例如

Schmidt 正交化方法，把平动和转动投影出去．这样，我们会得到一个 3N − 6

维的线性空间，用于描述分子内的振动．使用这个子空间，我们可以得到一个

3N − 6 阶的矩阵，从而达到我们的目的．

我们回顾上一节关于从头算势能面的理论．基于一个从头算势能面，可以

容易地利用本节的理论计算分子的振动频率．简谐振动的理论已经被写入几乎

所有主流量子化学软件中．并且，人们习惯使用振动频率来讨论分子的关键几

何构型，例如常常用“有且仅有一个虚频”来描述过渡态的特征．简谐振动也

是本文关于分子振动理论的基础．我们将在简谐振动坐标为基础获得理论上准

确的分子红外光谱．

2.4.1.3 量子谐振子

上一小节处理分子振动的方法还是经典力学．如果采用量子力学去处理真

实分子（或者其抽象多维谐振子）则分子的每一个振动自由度的能量都会离散

化．

一维谐振子的量子力学运动方程为

[
−ℏ2

2

∂2

∂Q̃2
+

1

2
ω2Q̃2

]
ψ = Eψ. (2.66)

其解为

ψi(x) =
1√
2i i!

( ω
πℏ

)1/4
e−

ωQ̃2

2ℏ Hi

(√
ω

ℏ
Q̃

)
, i = 0, 1, 2, . . . . (2.67)
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式中，Hn(z) 是为物理学者的 Hermite 多项式À

Hn(z) = (−1)n exp
(
z2
) dn

dzn
exp
(
−z2

)
. (2.68)

对应能量为

Ei = ℏω
(
i+ 1

2

)
. (2.69)

上述结果可以集中表现为图 2.3．

图 2.3 一维量子谐振子的图形化表示．

显然，如果采取谐振子近似，分子是无法解离的，因为拉长到无穷的化学键

对应的势能必然为无穷．而且，量子谐振子近似给出的能级的间隔（对应光谱，

见 § 2.3.2）相等．这和光谱学实验明显不符，因为谐振子近似下的分子显然不能

给出实验上的热带（hot band）．所谓热带，就是在体系温度升高时，从激发态

到激发态的跃迁所导致的光谱吸收．谐振子近似会使热带和基频（fundamental

frequency，即从基态到第一激发态的跃迁）的光谱峰位置完全一致．然而，就

基频而言，往往谐振子近似的表现还不错．

谐振子模型预测基频还不错的另一个重要原因是经验标度因子（empirical
À另外还有概率论者的 Hermite 多项式

Hen(x) = 2−
n
2 Hn

(
x√
2

)
.
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scaling factor）．島内武彦就此方法进行了大量先驱工作 [38]．这一方法的原理如

下：如果我们使用量子化学方法结合量子谐振子近似获得了理论的基频 ωc，而

同样的分子利用实验得到的基频是 ωo，那么，我们就可以写出以下的标度公式

ωo = fωc. (2.70)

如果我们可以找到一个普适的 f，那么从数值上，理论给出的基频就是令人满意

的．这个理论方法是如此的简单易行，加之島内等人做了大量的数据整理，已

经形成了一套针对不同理论方法和不同基组的标度因子，例如，美国国家标准

技术所在他们的网页上提供了这个表格 https://cccbdb.nist.gov/vibsca
lejust.asp，以至目前这个方法是最为流行的获取理论预测振动频率的手段．
显然，这个方法有它的混沌之处．它试图用一个因子同时解决两个问题：其

一是量子化学计算方法的误差，其二是谐振子近似带来的误差．因此，这个标

度因子实际上有其不确定度 [39]．当然，这个模型在数值计算上的成功是不可磨

灭的．然而本文并不采用这个方法，并且本文试图严格地分清这两个方面，即

势能面的误差和动力学模型的误差．

利用前文经典力学的结论，即谐振子之间相互独立，一维量子谐振子的结

论可以很容易地推广到多维的情况．多维量子谐振子的 Hamiltonian 为

Ĥ = −ℏ2

2

∑
d

∂2

∂Q̃2
d

+
1

2

∑
d

ωd
2Q̃2

d. (2.71)

多维量子谐振子的能量为多个一维量子谐振子之和，而波函数为它们的直积．

我们会在后面的章节直接使用这个结论．

2.4.1.4 线性偶极近似

与量子谐振子常常搭配使用的是线性偶极近似．顾名思义，在这个近似中，

分子的偶极矩面被在平衡位置 Taylor 展开到线性项．故近似的偶极矩为

µ(Q̃) = µ(Q̃e) +
∂µ

∂Q̃
.∆Q̃. (2.72)

利用前文光谱学基础的结论（式 2.47），在不考虑谱线形状的条件下，一般
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地，i、f 两个振动态之间的吸收截面与跃迁矩的平方成正比

σfi ∝ | ⟨f |µ|i⟩|2 , (2.73)

如果我们采取线性偶极近似，容易得到，跃迁矩为

⟨f |µ|i⟩ = ⟨f |∂µ
∂Q̃

.∆Q̃|i⟩ = ∂µ

∂Q̃
. ⟨f |∆Q̃|i⟩ . (2.74)

而 ⟨f |∆Q̃|i⟩ 的值可以积分得到．在谐振子近似下，仅当满足 |f − i| = 1 时，该

项不为 0 [40]．因此，光谱的强度和偶极的导数发生了联系．而且，我们得到了

一条近似的跃迁选律（selection rule）．如果读者对这个近似不满意，当然可以

全局地计算分子的偶极矩面．然而，如何计算分子的偶极矩有一些特别的技巧．

本文会对利用从头算方法来计算化学体系偶极进行讨论．

2.4.1.5 非谐性

如果我们坚持用上面的简谐近似作为基本图像，然后在其之上加校正的话，

我们自然有了非谐性（anharmonicity）．我们定义“非谐性”为“真实情况和谐

振子近似的差别”．非谐性主要包括两部分．其一，是一个振子的势能本身不符

合谐振子近似的二次函数的情况；其二，则是振子与振子之间的相互作用．

我们首先分析第一点，即势能不符合二次函数的情况．考虑一维的势能（或

者在这种情况下，势能曲线，potential energy curve，PEC）的 Taylor 展开（在

平衡构型 Q̃e 处）：

V (Q̃) =

∞∑
p=0

1

p!

dpV

dQ̃p

∣∣∣∣
Q̃e

∆Q̃p

=
1

2

d2

dV 2

∣∣∣∣
Q̃e

∆Q̃2 +
1

6

d3V

dQ̃3

∣∣∣∣
Q̃e

∆Q̃3 +
1

24

d4V

dQ̃4

∣∣∣∣
Q̃e

∆Q̃4 + . . .︸ ︷︷ ︸
非谐性

.
(2.75)

式中，∆Q̃ = Q̃− Q̃e．注意，上述展开仅保证了在 Q̃e 处的各阶导数和原函数相

等，并不保证函数全局可以使用多项式来表示．

双原子分子是研究一维势能很好的模型．我们以著名的 Morse 势能模型为
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图 2.4 Morse 势能模型及其 Taylor 展开．

例来直观理解一下上述问题．图 2.4 中绘制了 Morse 势能模型

V (Q̃) = De(1− exp
{
−a(Q̃− Q̃e)

}
)2. (2.76)

参数 De、a 和 Q̃e 均取 1 以方便绘图．函数 V (p) 为 Taylor 展开到第 p 阶导数

项．可以看到，Taylor 展开在 Q̃e 的邻域快速收敛（嵌入的小图），但是在远离

Q̃e 时发散．显然，无节制地使用 Taylor 展开来表示真实势能是不智的．然而，

我们注意到 3 阶及以上的项在平衡位置附近是有意义的．在图 2.4 中的小图里，

我们可以清楚地看到，在平衡位置附近，3 阶以上的展开已经基本和 Morse 势

的原本结果重合．这提示我们在低激发态，使用更高阶次的 Taylor 展开对谐振

子近似进行修正应该可以得到较好的结果 [41,42]．

上面的论述当然对多维势能面也成立，使用 Taylor 展开，一个 D 维势能面

可以被写为

V
(
Q̃1, · · · , Q̃D

)
=

∞∑
p1=0

· · ·
∞∑

pD=0

∆Q̃p1
1 . . .∆Q̃pD

D

p1! . . . pD!

∂p1+···+pDV

∂xp11 . . . ∂xpDD

∣∣∣∣
Q̃1e,...,Q̃De

. (2.77)

相比一维的情况，多维势能面在平衡位置的 Taylor展开会出现诸如 Q̃2
i Q̃j (i ̸= j)

的项，这些项体现了振动模式之间的相互耦合．如同我们在一维势能处的分析

一样，多维势能的 Taylor 展开同样仅在平衡位置附近有效．
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我们接下来对振动模式之间的耦合做一个说明．除使用 Taylor 展开，我们

尚有另一种方式展开多维的势能

V
(
Q̃1, . . . , Q̃d

)
= Ve +

∑
i

Vi +
∑
i<j

Vij +
∑
i<j<k

Vijk +
∑

i<j<k<ℓ

Vijkℓ + · · · . (2.78)

上式的左边依然是准确的势能函数形式，而右侧则是“多模式（multimode）展

开”[43–45]．Ve 即是平衡位置的势能，而 Vi 是各个振动模式一维（有效）势能，

Vij 则是两个振动模式间的耦合，Vijk 是三个振动模式之间的耦合，但是要除去

在 Vij、Vik、Vjk 中已经涵盖的部分，依此类推．乍看之下，式 2.77 和式 2.78 是

一样的，因为式 2.77 里也有类似的耦合项，因此很容易把式 2.77 写成式 2.78．

然而这两者有着本质的区别：式 2.78 如果写到最后一项 V1,2,··· ,D，实际上完整

地、无误差地再现了准确的势能面，而 Taylor 展开是无法完成这一点的．事实

上，多模式展开中包含了一定的物理思想，即振动模式之间的全部耦合是以少

数模式之间的低阶耦合作为主导的 [46]，因此，可以在前几个求和处截断．

上面的分析讨论了考虑非谐性时常用的模型，是基于简谐振动近似理解真

实振动的方法．具体应用上面的展开进行理论化学计算已经成为了现实．但是

这些方法更可以被称作理解非谐性的“心法”：为完整的理解非谐性，我们需要

理解真实分子的真实光谱．这需要解分子振动的 Schrödinger 方程．当然，关键

还是在于写出分子振动的 Hamiltonian．

2.4.1.6 Watson Hamiltonian

基于简谐振动坐标，Watson 给出了分子振动-转动À 的 Hamiltonian [47,48]

Ĥ =
1

2

∑
αβ

(Ĵα − π̂α)µαβ(Ĵβ − π̂β)+
1

2

∑
d

̂̃
P

2

d−
1

8
ℏ2µαα + V. (2.79)

其中，Ĵα 是分子在 α 方向（α = x, y, z）的角动量算符．显然，一个“不转”的

分子对应 Ĵα = 0，也就是

Ĥ =
1

2

∑
αβ

π̂αµαβπ̂β+
1

2

∑
d

̂̃
P

2

d−
1

8
ℏ2µαα + V. (2.80)

À前文已经在经典力学下说明过振动转动不可分离．
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我们对式中各项作简要说明：
̂̃
P d 是坐标 Q̃d 的共轭动量算符

̂̃
P d = −iℏ

∂

∂Q̃d

, (2.81)

π̂α 是所谓的振动角动量

π̂α =
∑
de

ζαdeQ̂dP̂e, (2.82)

其中，ζαde 是 Coriolis 耦合系数

ζαde = −ζαed =
∑
βγ

eαβγ

∑
i

ξβi,dξγi,e, (2.83)

eαβγ 是 Levi-Civita 符号，µ̂αβ 是广义转动惯量的逆矩阵的元素

µ̂αβ = (I ′−1)αβ. (2.84)

其中，

I ′αβ = Iαβ −
∑
def

ζαdfζ
β
efQ̃dQ̃e (2.85)

Iαβ 是通常意义上的转动惯量

Iαβ =
∑
n

mnαnβn. (2.86)

上面的 Watson Hamiltonian 可以做进一步的简化：如果我们把上式中凡是

名称中带有转动意味的项删除，我们可以得到

Ĥ =
1

2

∑
d

̂̃
P

2

d + V (Q̃1, · · · , Q̃D). (2.87)

这个形式在动能部分就和 D 维量子谐振子一致，而势能部分是分子准确的势能，

这里面当然包含了上一小节所介绍的非谐性．这个近似已经足以给出一个小分

子定性正确的光谱了 [49]．此外，以上近似很大程度上简化了计算难度，采用上

述近似使得矩阵更加稀疏（图 2.5）．
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图 2.5 不同近似下水分子的纯振动 Hamiltonian 矩阵（DVR 下）．(a) 按式 2.87

构造矩阵；(b) 按式 2.80 构造矩阵．

2.4.1.7 离散变量表象法（DVR）：通论

有了 Watson Hamiltonian，我们可以进一步解定态 Schrödinger 方程．我们

首先考虑一维的情况．

Schrödinger 方程是二阶偏微分方程，除了一些特殊的情况，没有解析解．

因此我们需要数值解方法．其中，比较重要的方法是离散变量表象法（Discrete

Variable Representation，DVR）．

解定态 Schrödinger 方程的数值方法的主要思想是利用基函数来表示

Hamiltonian和量子态．假如我们有一组完备（complete）的正交归一（orthonor-

mal）基 |ni⟩ （i = 0, 1, 2, · · ·），则定态 Schrödinger 方程

Ĥ |ψ⟩ = E |ψ⟩ (2.88)

可以被写成 

∑
i

⟨n0|Ĥ|ni⟩ ⟨ni|ψ⟩ = E ⟨n0|ψ⟩∑
i

⟨n1|Ĥ|ni⟩ ⟨ni|ψ⟩ = E ⟨n1|ψ⟩∑
i

⟨n2|Ĥ|ni⟩ ⟨ni|ψ⟩ = E ⟨n2|ψ⟩

· · ·

(2.89)
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或写成矩阵形式
⟨n0|Ĥ|n0⟩ ⟨n0|Ĥ|n1⟩ ⟨n0|Ĥ|n2⟩ · · ·

⟨n1|Ĥ|n0⟩ ⟨n1|Ĥ|n1⟩ ⟨n1|Ĥ|n2⟩ · · ·

⟨n2|Ĥ|n0⟩ ⟨n2|Ĥ|n1⟩ ⟨n2|Ĥ|n2⟩ · · ·
...

...
...

. . .

 .


⟨n0|ψ⟩

⟨n1|ψ⟩

⟨n2|ψ⟩
...

 = E


⟨n0|ψ⟩

⟨n1|ψ⟩

⟨n2|ψ⟩
...

 . (2.90)

我们当然不能把上述矩阵无限制地写下去，因为计算机的内存是有限的À．因此

我们需要对基函数做一个截断，例如取最重要的若干个基函数．这就引入了基组

截断近似．我们把这种表象叫做变分基表象（Variational Basis Representation，

VBR）．

如果 Hamiltonian 矩阵是一个小矩阵，例如 1000× 1000 的矩阵，那么解这

个本征值问题本身并不是一件难事Á．难点在于如何生成 Hamiltonian 矩阵．

我们将 Hamiltonian 算符写为

Ĥ = Ĥ(0) + V̂ , (2.91)

其中第一项包含动能和一部分势能；第二项包含剩下的势能．第一项的形式是

固定的，其对应的矩阵元比较容易得到Â．而第二项则需要进行数值积分

⟨nj|V̂ |ni⟩ =
∫
∞
dQ̃ ϕ†j(Q̃)V (Q̃)ϕi(Q̃), (2.92)

以上 ϕi、ϕj 是基函数在坐标表象上的表示，或称波函数；剑标（
†）表示共轭

复量．在 § 2.2 里我们介绍了势能面．如果我们采取 BO 近似，并且实时地

（on-the-fly）计算上式中的势能，这就意味着我们需要反反复复地求解电子的

Schrödinger 方程．即便我们采用解析势能函数模型，一个高精度的势能模型的

运算相比动能的运算依旧是昂贵的．

式 2.92 的积分运算成本极高．如果我们有办法找到一种方法可以避免这样

的积分，则可以大大加速运算．严格意义上说，如果我们的基是坐标算符的本

À当然科学家的生命也是有限的．
Á在一台 Intel® Xeon® CPU E5-2690 v4 @ 2.60GHz 的核心的计算机上，采用 Julia 1.7.1

语言内建 LinearAlgebra 标准库直接对角化这样一个双精度浮点型的对称稠密矩阵仅需要
∼ 0.3 s，∼ 16MiB 的额外内存．

Â即便是最坏的情况，无法写出动能的解析形式，至少动能项形式固定，因此可以一劳永逸
地计算出（数值上）精确的解并制表，供以后反复使用．
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征函数，那么它必然是势能算符的本征函数．坐标函数的本征函数是 Dirac 的 δ

函数，即 ̂̃
Qδ(Q̃− Q̃′) = Q̃′.δ(Q̃− Q̃′). (2.93)

则势能积分的矩阵元可以简化为“对角”的À．如若采取这样的方法，虽然

式 2.92 的积分变得容易完成，但基函数的数目变为无穷多个，而且无法写出一

个矩阵让我们对角化．但是上述思路的确有其可取之处．

如若我们放弃严格意义上坐标算符的本征函数做基函数，转而专注于

式 2.93，同时我们要求基函数的数目是有限个，则我们希望有一个坐标的离散

变量，以至于

⟨Q̃j|V (Q̃)|Q̃i⟩ ≈ δijV (Q̃i), (2.94)

则 |Q̃i⟩（i是编号）可以构成一个离散变量表象（Discrete Variable Representation，

DVR）．

2.4.1.8 基于 Gaussian 积分规则的 DVR：“标准”DVR

我们如何构造一个 DVR？我们考虑用正交多项式来构造，这样可以利用多

项式所对应的 Gaussian 积分来构造 DVR [50]．所谓的正交多项式，是指两两之

间乘积在区间 (a, b) 上，在权重 ω(x) 下的积分（或不同测度下的内积）满足

⟨Ci, Cj⟩ =
∫ b

a

ω(x)Ci(x)Cj(x) dx = δij (2.95)

的一组多项式 Ci （i = 0, 1, 2, · · ·）．不同空间、不同权重对应不同的正交多项

式，也就对应不同的 Gaussian 积分．Gaussian 积分指对区间 (a, b) 上的加权积

分可以转变为一系列格点上函数值和权重乘积的加和，即

∫ b

a

f(x)ω(x) dx =

n∑
α=0

ωαf(xα). (2.96)

上式对次数小于等于 2n + 1 的多项式 f(x) 成立，其中 ωα 是求和时的权重
Á，

xα 是 n+ 1 阶 ω 正交多项式的根．

我们容易利用一组正交多项式构造一组在坐标空间正交归一的基（使用前

À这里对角之所以打引号，正是因为这里是连续谱，并不像离散谱那样可以写成有限阶的矩
阵．但是习惯上还是把连续谱下的算符表示称为矩阵，并且有相应的对角矩阵．[7]

Á这和 ω(x) 不同．
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N 个）

ϕi(x) =
√
ω(x)Ci(x), (2.97)

这构成了所谓的有限基表象（Finite Basis Representation，FBR）．在此表象下，

势能矩阵元可以写为À

⟨ϕi|V̂ |ϕj⟩ =
∫ b

a

ϕi(x)V (x)ϕj(x) dx

≈
N∑

α=1

ωα

ω (xα)
ϕi (xα)ϕj (xα)V (xα) .

(2.98)

这里我们引入了一个新的近似，即在势能积分时不求绝对的准确，而是采用

Gaussian 求积的精度．

我们注意到，坐标算符本身是一个一次单项式．根据上面的介绍，在 FBR

下可以准确地用 Gaussian 积分公式获得坐标矩阵的矩阵元．在 FBR 下，坐标

矩阵的矩阵元可以写为

⟨ϕi|x̂|ϕj⟩ =
∫ b

a

ϕi(x)xϕj(x) dx

=

N∑
α=1

ωα

ω (xα)
ϕi (xα)ϕj (xα) xα.

(2.99)

我们构建元素为如下公式的矩阵

Tαi =

√
ωα

ω(xα)
ϕi(xα), (2.100)

则式 2.99 和如下的矩阵式等价

xFBR = TT. diag({x1, x2, · · · , xα, · · · , xN}).T. (2.101)

把上式反过来，就可以发现 FBR 下的坐标矩阵可以由 T 对角化，且这样的矩

阵本征值是 N 阶多项式的根 {x1, x2, · · · , xα, · · · , xN}；而本征函数是一个局域

函数．上述本征值常被称为 DVR 格点，而对应的本征函数是 DVR 的基．

以 Hermite 多项式为例．在图 2.6 中，5 点的 Hermite DVR 对应的本征值

À这里本文直接使用了 x 作为变量来讨论，因为通常我们使用固定的积分区间的积分规则．
实际使用时和 Q̃ 差一个简单的线性映射，需注意．
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和本征函数都被绘制在一起．这里我们当然要讨论一下“局域”的意义，因为

这些基函数并不似 Dirac δ 函数一般局域；也不像正态分布函数（Gaussian 函

数）或 Slater 函数那样局域．在图中可以容易看出每一个 DVR 格点（青色点）

处都有 4 条基函数的曲线穿过，即这些基函数的值均为零；唯有一个基函数取

非零值，对应该点的局域函数．反过来说，一个局域基函数在所有 DVR 格点上

取的值在且仅在它所对应的格点处有非零取值．这就是我们这里“局域”的含

义．需要指出，上述性质不仅在 Hermite DVR 成立，在其他正交多项式对应的

DVR 也同样成立．

图 2.6 5 点 Hermite 离散变量表象（DVR）．图中，青色点代表 DVR 格点的位

置；而其他线表示对应的“局域”函数．

在上述推导下，由于在 DVR 下坐标矩阵已经对角化，那么势能自然可以取

式 2.94 的近似．由于我们采用了正交多项式来构建 DVR，容易看出这里 DVR

和 FBR 完全等价，两者仅差一幺正变换．然而，这种情况下的式 2.94 的计算

终归是近似．势能由于包含高次项，基函数对势能的积分当然是可能不可靠的．

但考虑到 DVR 和 FBR 的等价关系，容易理解，增加 DVR 格点的数目，等价

于增加 FBR 积分格点数目与基函数个数，因此可以系统地提高计算精度．

2.4.1.9 “通用”DVR：sinc DVR

采用正交多项式的 Gaussian 来构造 DVR 并非唯一的方法．Colbert 和

Miller 提出了一种所谓的“通用”（universal）的 DVR 方案，是建立在 Fourier
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级数的基础上的 [51]．如果是有限范围内，Fourier 展开其实和 Chebyshev 多项式

是等价的．我们此处介绍无限范围内的 sinc DVR．sinc DVR的基函数是 sinc函

数．sinc 函数是典型的局域函数．DVR 格点是均匀的，相邻两点之间的间隔是

∆Q̃．其图像见图 2.7．容易发现，sinc 函数的中心点正对应 DVR 格点，且同一

格点处仅有一个函数取非零值，这和上述 Hermite DVR 一样．sinc 函数定义为

sinc(x) = lim
x→x

sin(πx)

πx
. (2.102)

可以看出，sinc 函数整体都出于函数 |1/x| 的包络之中（图中红色阴影）．不同

的 sinc DVR 基函数之间就是简单的平移关系（蓝色线）．顺便指出，sinc 函数

对应 δ 函数的 Fourier 展开，故其展现了一个一般印象中的“局域性质”，即在

一个格点处集中，而其他位置迅速衰减．

图 2.7 sinc DVR 的局域性．

此时，动能矩阵元可以写作

Tαβ =
ℏ2(−1)α−β

2∆Q̃2
×


π2/3 (α = β)

2

(α− β)2
(α ̸= β)

, (2.103)

显然，动能矩阵元仅和格点之间的距离有关．而势能依然是对角的．sinc DVR

是给 (−∞,+∞) 设计的，因此格点数目也是无穷的．实际使用中，可以将势能
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过高的点删除．sinc DVR 在公式的简洁程度上远胜其他的 DVR 方案，因此大

受欢迎．

最近，Littlejohn 等人再一次重构了 DVR 的理论 [52]．他们指出，在相空间

中，每一个能级对应了一个圈，每一个 DVR 格点都代表了一个条带．例如，在

sinc DVR 中，在确定的 ∆Q̃ 下，每一个格点都对应一个面积为 2πℏ 的带，被称

为 Planck 胞（图 2.8）．很明显，∆Q̃ 越小，动量方向上覆盖的范围就越大．可

以证明，如果我们可以在经典力学意义上使用 DVR 对应的条带覆盖所需的能

级，则继续扩大覆盖的范围，精度会指数增加．据此，我们可以预估适用于我们

想求解的能态的具体 DVR 方案．

能态

图 2.8 相空间中的 DVR．

2.4.1.10 势能优化的 DVR（PODVR）

在之前的推导里，数学上可以证明“标准”DVR 严格地和采用了对应

Gaussian 积分方案的 FBR 等价．我们在此回顾式 2.101．事实上，如果我们放

宽上面的限制，而是直接对角化 FBR 下的坐标矩阵，我们依然可以得到一个

DVR，只是这两者之间不再通过 Gaussian 积分关联在一起．

特别地，对于一个一维的振动问题，如果我们直接将上文中的 FBR 设定为

这个振子的定态波函数，我们就可以用这组波函数来构造坐标矩阵，然后对角

化这个坐标矩阵得到一个 DVR．这种 DVR 被称作势能优化的 DVR（Potential

Optimized DVR, PODVR）[53]．构造 PODVR 的完整流程为
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1. 选定一种初始（primitive）的 DVR，我们称之为 P表象，构造 Hamiltonian

矩阵 HP．此时的 DVR 不需要系统本身的信息，例如可以用 sinc DVR．

2. 对角化 HP，获得在 P 表象下的本征矢 ψP
i （i = 0, 1, 2, . . .）．

3. 选取本征矢中能量最低的 NPO 个，即 ψP
0 ,ψ

P
1 ,ψ

P
2 , . . . ,ψ

P
NPO−1，它们构成

了新表象势能优化的 FBR （POFBR）的基函数．

4. POFBR 下的坐标矩阵元为 Q̃POFBR
ij = ⟨ψP

i |
̂̃
Q|ψP

j ⟩ = ψP
i
†
.Q̃

P
.ψP

j．注意到

P 表象也是 DVR，因此坐标矩阵是对角的，上述计算不难完成．

5. 对角化矩阵 Q̃
POFBR

，

Q̃
PODVR

= ΨPODVR.Q̃
POFBR

.ΨPODVRT
, (2.104)

可以得到 PODVR 下格点 Q̃PODVR
α （α = 0, 1, 2, · · · , NPO − 1）．

6. 注意到 POFBR 下的 Hamiltonian 矩阵是对角的．容易发现，上述对角化

Q̃
POFBR

的幺正变换的逆变换对角化 PODVR 下的 Hamiltonian 矩阵，定

态在 PODVR 下可以用构成 ΨPODVR 的列向量 ψPODVR
i 表示．

读者一定会问：上面的解法颇有“骑马找马”的意味，亦有“先射箭后画

靶”的嫌疑．如果在上面的第 2 步已经在 P 表象中获得了 Hamiltonian 的本征

值和本征矢，为什么还要倒来倒去，就为了获得一个新的表象吗？PODVR 的意

义是什么？

首先，如果我们在上述步骤 1 中的 Hamiltonian 并不完全准确，例如我们

使用了一种近似的势能，而这一势能相比准确的势能是及其容易求解的（例如

近似的势能采用模型势，而准确势能由高精度量子化学计算提供），PODVR 提

供了一个简便的途径用以减小基函数的数目；其二，PODVR 为多维问题的求

解提供了基础，详见下一节．

2.4.1.11 多维振动问题的 DVR

如果我们接受式 2.87，或者按照 DVR 部分的论述，将部分势能放入 Ĥ(0)

中，则在 D 维问题中，

Ĥ =
∑
d

Ĥ
(0)
d (Q̃d, P̃d) + V̂ (Q̃). (2.105)
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那么高维的 DVR 容易通过直积的基函数来构造．我们令 D 维直积基函数

|α⟩ = |α1⟩ |α2⟩ · · · |αD⟩ . (2.106)

用这样的基，容易写出上面的 Hamiltonian 的矩阵元，我们不妨逐项来写．Ĥ(0)
d

的矩阵元是

⟨α|Ĥ(0)
d |β⟩ = ⟨αD| · · · ⟨α2| ⟨α1| Ĥ(0)

d |β1⟩ |β2⟩ · · · |βD⟩

= ⟨αd| Ĥ(0)
d |βd⟩

× ⟨αD|· · · ⟨αd−1| ⟨αd+1|· · · ⟨α1|β1⟩· · · |βd−1⟩ |βd+1⟩· · · |βD⟩

= ⟨αd| Ĥ(0)
d |βd⟩ δα1β1δαd−1βd−1

δαd+1βd+1
δαDβD

= ⟨αd| Ĥ(0)
d |βd⟩ δ

d/∈
αβ.

(2.107)

上式中，δd/∈αβ 的意涵就是除了 d 维其他维度的指标是否完全一致．而势能项为

⟨α|V̂ |β⟩ = V (α)δαβ. (2.108)

把上述不同维度矩阵都加起来容易获得总的 Hamiltonian，其中 V 依然是对角

的．显然，最终总的 Hamiltonian 矩阵会是一个稀疏矩阵（图 2.5(a)）．

对于非直积的情况，例如完整的 Watson Hamiltonian，则会出现不同维度

之间的耦合项．容易想到，这样的项会有因子 δde/∈αβ，即 d、e 两个维度均不在

δ 里考虑．显然，如果是一个真实的高维问题，这依然会得到一个稀疏矩阵

（图 2.5(b)）（虽然相比图 2.5(a) 不那么稀疏）．具体的数学公式这里不再推演．

这一小节我们从单分子的角度构建了基于简谐振动坐标的分子振动理论．

这些理论，尤其是其中的Watson Hamiltonian，在动力学的意义上是严格的．然

而在实际操作中，由于这些理论是架构在简谐振动坐标上的，在处理大振幅运

动、高振动激发态等方面遇到了或多或少的问题．也就是说，这些理论在处理实

际大分子的运动时是不足的．进一步地，我们可以发展基于局域振动坐标或是

非直线坐标的理论．由于本文后续的研究主要是集中在小体系（在环境中）的

非谐振动问题，上述基于简谐振动坐标的理论已经足够，更多的基于单分子的

分子振动理论在本文中将不作详细介绍．
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2.4.2 统计力学视角下的分子光谱学

在 § 2.3.2 里，我们使用了两态模型来推演了分子光谱的基本原理．但是那

里的模型局限于存在两态．在这一小节，我们将继续用两态模型来探讨如何使

用统计力学得到分子光谱．本来这一节可以放在光谱学的部分介绍，但考虑到

这种观点主要用于分子振动光谱或振动解析的电子光谱的研究中，同时为了和

前一小节单分子理论进行对照，将相关内容安排在这里也是一个较好的选择．

我们依然采用两态模型．但是此时我们并非只存在两态，而是仅考虑两两

之间的关系．因此，我们可以将上文中的两态模型对所有态求和．然而，上文

中为了简便而没有考虑谱线的形状，因此直接考虑了单色光和分子能级差恰好

吻合的方法．而这里我们必须考虑谱线形状．利用含时微扰理论（Fermi 黄金规

则），我们重新写出两能级之间跃迁的几率，

Pi←f (ω) =
πE2

0

2ℏ2
| ⟨f |ε.µ|i⟩|2 [δ (ωfi − ω) + δ (ωfi + ω)] . (2.109)

可以看出，上式和式 2.42 颇为相似À．将上式对所有态求和，并且乘以能级间

的能量差，就可以得到光能量损失的速度

−Ėrad(ω) =
πE2

0

2ℏ
∑
f

∑
i

ωfi (ρi − ρf ) | ⟨f |ε.µ|i⟩|2δ (ωfi − ω) . (2.110)

其中，ε 是电场的方向，ρi 和 ρi 是态出现的几率．我们假定原来系统处于统计

力学上的平衡状态，即满足 Maxwellian 分布律．又因为式子里 δ 函数的存在，

我们总有 ω = ωfi，故

−Ėrad =
πE2

0

2ℏ
(
1− e−βℏω

)
ω
∑
i

∑
f

ρi| ⟨f |ε.µ|i⟩|2δ (ωfi − ω) . (2.111)

据此，我们定义谱线形状为

I(ω) = 3
∑
i

∑
f

ρi| ⟨f |ε.µ|i⟩|2δ (ωfi − ω) . (2.112)

À其实在前面的理论中我们几乎证明了 Fermi 黄金规则在含时微扰下的情况，但是就本文来
说没有太大的必要真的去证明它．
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引入 Dirac δ 函数的 Fourier 变换

δ(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiωt dt , (2.113)

带入上式，则有

I(ω) =
3

2π
ρi
∑
i,f

⟨i|ε.µ|f⟩ . ⟨f |ε.µ|i⟩
∫ ∞
−∞

dt exp

{
i

[
(Ef − Ei)

ℏ
− ω

]
t

}
(2.114)

我们将态随时间的变化显式地加回去

⟨f | exp(iEf t/ℏ) = ⟨f | exp
(
iĤ0t/ℏ

)
, (2.115)

注意到上式实际上是 Schrödinger 绘景里的表述，即态随时间改变；我们将其转

换为 Heisenberg 绘景，即物理量（算符）随时间变化，也就是说

µ(t) = exp
(
iĤ0t/ℏ

)
µ exp

(
−iĤ0t/ℏ

)
, (2.116)

容易得到

I(ω) =
3

2π

∫ ∞
−∞

dt e−iωt
∑
i

ρi ⟨i|ε.µ(0).ε.µ(t)|i⟩ (2.117)

注意到对 i 态的求和，仅仅是系综平均而已，因此可以直接用一对尖括号 ⟨ ⟩ 来

表示，同时把 ε 平均掉，则有

I(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dt e−iωt ⟨µ(0).µ(t)⟩ . (2.118)

通过以上推导我们得到结论：体系的光谱和体系的偶极矩自相关函数（auto

correlation function）⟨µ(0).µ(t)⟩ 的 Fourier 变化联系在一起．容易发现，在这

个理论里面我们没有引入什么特别的近似，只有两态模型算是一个，然而这个

近似在前文已然出现，并且在单分子理论中，表现不错．实践表明，在统计力学

理论中，该模型也可以得到不错的结论．所以我们的研究重点就会落到如何得

到偶极矩的自相关函数上．在最广泛的实践中，人们会采用经典分子动力学来

得到上述函数．假定我们已经获得了一条动力学轨迹 Q(t)，我们容易把轨迹中
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的每一步的偶极矩计算出来

µ(t) =
∑
n

qnQn −
∫
Ω

dx ρe(x;Q)x, (2.119)

其中等式右侧第一项是对核求和，而第二项是对电子密度积分．这当然是从头

算分子动力学（ab initio molecular dynamics，AIMD）的观点．如果我们采用分

子力场的观点，则是

µ(t) =
∑
n

qnQn. (2.120)

这里的 qn 就不再是原子核的的电荷，而是分子力场里对应原子的净电荷．通过

这两种方式，我们都可以直接算出相关函数

⟨µ(0).µ(nτ)⟩ = 1

B

B−1∑
b=0

µ(bℓτ).µ((bℓ+ n)τ), (2.121)

式中，τ 是动力学演化的时间步长，ℓ 是进行系统平均所间隔的步数．

不过不管用什么方法，上述实践的问题在于，本节的理论完全是量子统计

力学得到的，而动力学演化却使用了经典动力学À．而单分子的光谱学理论已经

清楚地告诉我们需要采用量子力学才可以描述光谱．事实上，采用经典动力学

得到光谱的方法从某种意义上来说实际上是巧合 [54]．一个解决方案当然是进行

全局的量子动力学演化．然而囿于计算成本，这基本上是不可能完成的任务．因

此在下文中，我们将发展经典和量子相结合的局域量子振动嵌入理论．

2.5 稀薄气体运动理论与 Boltzmann 方程

气体的的输运性质（包括热导率、扩散系数、热扩散系数、粘度等）是其基

本属性，也是分子动力学模拟中校准力场的重要参考．要准确计算稀薄气体的

输运性质，需要解 Boltzmann 方程，进而需要准确的势能函数．本节对相关理

论作一简要介绍．

À即便使用 AIMD，在上述实践中，核运动也是经典的．
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2.5.1 相空间：理解统计力学的基本工具

考虑一个由 N 个质点构成的系统，例如由 N 个稀有气体原子所构成的混

合气体．在经典动力学下，体系的运动状态由 6N 个数表示，其中 3N 个是坐

标，另外 3N 个是动量，分别记作 q 和 p．坐标和动量共同张成的空间就被称

为相空间（phase space），里面的点称作相点（phase point）．当体系随时间演化

时，表示体系状态的相点就在相空间中移动．一个系统在同一系综下可以处于

无穷多个状态，对应无穷多个相点．故代表一个系综的点在相空间中是相当稠

密的．我们需要了解这些点的概率密度随时间的变化，即 fN(p, q, t)．容易知道，

这个函数对全相空间的积分为 1．

我们考虑一个小空间 v 里面的相点概率 P 随时间的变化

dP

dt
=

∫
v

∂fN
∂t

dp dq . (2.122)

相点不会凭空生成或是销毁，它只会在相空间里运动．因此上面的式子可以写

作通过包裹小空间 v 的曲面 S 的相点概率

dP

dt
= −

∫
S

fNu.n dS . (2.123)

其中 u 是相点流的速率，而 n 是面的法向量．上面的曲面积分方程可以用

Gauss 定理来转化为体积的积分

dP

dt
= −

∫
v

∇. (fNu) dp dq . (2.124)

将上面的式 2.122和 2.124进行交互比对，同时我们意识到 v 是任意的，则必有

∂fN
∂t

+∇. (fNu) = 0. (2.125)

上面的式子中，

u = (q̇1, . . . , q̇3N , ṗ1, . . . , ṗ3N) , (2.126)
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而

∇.(fNu) =

3N∑
j=1

∂

∂qj
(fN q̇j) +

3N∑
j=1

∂

∂pj
(fN ṗj)

=

3N∑
j=1

{
∂fN
∂qj

q̇j +
∂fN
∂pj

ṗj

}
+

3N∑
j=1

{
∂q̇j
∂qj

+
∂ṗj
∂pj

}
fN .

(2.127)

可以证明，上式第二行的第二个求和为零．因此，

dfN
dt

=
∂fN
∂t

+

3N∑
j=1

∂fN
∂qj

q̇j +

3N∑
j=1

∂fN
∂pj

ṗj = 0. (2.128)

我们回顾 Hamiltonian 力学里关于坐标、动量、Hamiltonian 三者之间的关系

ṗi = −
∂H

∂qi
, q̇i =

∂H

∂pi
. (2.129)

所以，可以得到

∂fN
∂t

+

3N∑
j=1

(
∂H

∂pj

∂fN
∂qj
− ∂H

∂qj

∂fN
∂pj

)
= 0. (2.130)

上式的求和可以写成经典 Poisson 括号

∂fN
∂t

+ {fN , H} = 0. (2.131)

以上就是统计力学中著名的 Liouville 方程．Liouville 方程是统计力学中最为重

要的方程之一．在 Cartesian 坐标系，Liouville 方程可以写作

∂fN
∂t

+

N∑
j=1

pj
mj

.∇rjfN +

N∑
j=1

Fj .∇pj
fN = 0. (2.132)

式中，∇rj 代表 fN 对 Cartesian 坐标的梯度；∇pj
代表 fN 对动量的梯度；Fj

则是第 j 个粒子上的力（包含外界对系统的力）．Liouville 方程也常写作

i
∂fN
∂t

= L̂fN , (2.133)
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其中 L̂ 是 Liouville 算符，

L̂ = −i

(
N∑
j=1

pj
mj

.∇rj +

N∑
j=1

Fj.∇pj

)
. (2.134)

Liouville 算符的引入让 Liouville 方程貌若 Schrödinger 方程，因此可以考虑用

相似的方法处理．例如，我们也可以写出相空间分布函数的时间演化格式

fN(p, r, t) = e−iL̂tfN(p, r, 0). (2.135)

如果我们可以解出 Liouville 方程，得到解 fN(p, r, t) 后，就容易得到物理量的

期望值

⟨A(t)⟩ =
∫
A(p, q, t)fN(p, q, t) dp dq . (2.136)

2.5.2 约化分布函数

如同量子力学里的约化密度矩阵一样，统计力学中的约化分布函数单独地

将若干粒子的坐标和动量保留，而积分掉其他粒子的坐标和动量．这样就可以

得到

f
(n)
N (r1, . . . , rn,p1, . . . ,pn, t)

=
N !

(N − n)!

∫
· · ·
∫
fN (r1, . . . ,pN , t) drn+1 · · · drN dpn+1 · · · dpN .

(2.137)

这之后我们将省略上面的下角标 N，简单写作 f (n) (rn,pn, t)．通常只有 f (1) 和

f (2) 比较重要，因此，我们希望知道关于这两项的方程．我们不妨对分子间相互

作用势能取两体展开．因此，我们将 Liouville 方程里的 Fj 表达为由于其他粒

子 i 存在而对 j 粒子的力之和
∑

i Fij 加上外力 Xj．然后我们对其他粒子进行

约化，则 Liouville 方程可以写为

∂f (n)

∂t
+

n∑
j=1

pj
mj

.∇rjf
(n) +

n∑
j=1

Xj.∇pj
f (n)

+
N !

(N − n)!

N∑
i,j=1

∫
···
∫
Fij.∇pj

f drn+1 . . . drN dpn+1 . . . dpN = 0.

(2.138)
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上式中的最后一项可以按 i 是否在 n 的范围内分为两部分

n∑
i,j=1

Fij.∇pj
f (n), (2.139a)

N !

(N − n)!

n∑
j=1

N∑
i=n+1

∫∫
Fij.∇pj

f drn+1 . . . drN dpn+1 . . . dpN , (2.139b)

其中，式 2.139b 可以写作

n∑
j=1

∫∫
Fj,n+1.∇pj

f (n+1) drn+1 dpn+1 . (2.140)

整理一下，可以得到

∂f (n)

∂t
+

n∑
j=1

pj
mj

.∇rjf
(n) +

n∑
j=1

Xj.∇pj
f (n)

+

n∑
i,j=1

Fij.∇pj
f (n) +

n∑
j=1

∫∫
Fj,n+1∇pj

f (n+1) drn+1 dpn+1 = 0.

(2.141)

这就是著名的 Bogoliubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon (BBGKY) 方程链．

2.5.3 稀薄气体的统计力学

在本小节中我们将要讨论稀薄气体（dilute gas）的性质．所谓的稀薄气体，

指的是密度很低的气体，通常可以采取如下的两个近似：（1）稀薄气体的分子

间距离很大，在绝大多数情况下，分子都处于自由运动状态；（2）即便如此，

稀薄气体的分子之间还是会相互相遇（encounter），即碰撞（collision）或散射

（scatter）À，但我们通常只需要考虑两两之间的碰撞，并且碰撞前后分子均处于

自由运动状态．另外需要补充说明一点，统计力学中的“微元”（例如 dr dp dt）

具有一个很有趣的尺度：它必须足够小，能够被称为一个微元，以便后面的微

积分运算；另一方面，它又必须足够大，能够在时间和空间上足以容纳足够多

次的碰撞Á．

基于上述近似，我们推论：稀薄气体的宏观性质只和一阶约化的分布函数

À由于历史原因不同分支学科的用词不同．
Á尽管这一点对于整个统计理论都适用，但是由于我们这里需要开始显式地讨论碰撞，这一

点更加重要了．
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有关 f
(1)
j (r,pj, t)．下标 j 表示物种．这个分布函数是研究稀薄气体输运性质

的核心．我们将基于这个函数来定义一些物理量．为了简洁，我们省略掉上角

标的 (1)．同时出于传统我们不使用动量 p，而是速度 c．由于速度和动量仅差

一个质量，所以应该不会造成什么理解上的困难．这样，分布函数就可以写成

fj (r, cj, t). 如果我们把速度部分积分掉，那么会得到数密度

nj(r, t) =

∫
fj (r, cj, t) dcj . (2.142)

我们用上述式子来定义平均速度．物种 j 的平均速度 cj 为

cj(r, t) =
1

nj

∫
f (r, cj, t) cj dcj . (2.143)

这个量实际上代表了物种 j 的宏观流速度．气体整体的质量平均速度被定义为

c(r, t) =

∑
j mjnjcj∑
j mjnj

(2.144)

上式中的分母就是质量密度 ρ(r, t)．这个速度常被称为流速．气体的动量密度

可以以类似的方法定义．本动速度 Cj 是指分子相对于流速的速度

Cj = cj − c. (2.145)

物种 j 的本动速度的平均值就是其扩散速度．

我们可以把不同的输运性质和分子的质量、动量以及动能的转移联系起来．

我们可以定义不同种类的“流”（flow）．例如，我们可以定义动量的“流”．在

时间 dt 正向通过面积 dS 的动量流为

dS dt

∫
+

C ′nmcf(C) dC , (2.146)

同理，反向的流为

dS dt

∫
−
(−C ′n)mcf(C) dC , (2.147)

其中，C ′n 是分子气体相对于 dS 法向 n 的速度分量．这样，总体的净流量为两
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者之差

dS dt

[∫
+

C ′nmcf(C) dC − (−C ′n)mcf(C) dC

]
=dS dt

∫
C ′nmcf(C) dC

=dS dt nmC ′nc.

(2.148)

我们将通量（flux）nmC ′nc 定义为压强（pressure）pn （注意到动量与冲量之

间的关系）．同时我们注意到，尽管我们已经给定了法向量 n，压强 pn 依然是

一个矢量．简言之，通过面积 dS 的分子所携带的动量依然有垂直于 n 的分量．

一般地，我们可以将压强写为

pn = p.n, (2.149)

可以证明，压强张量 p 为

p = ρCC = ρ


U2 UV UW

V U V 2 VW

WU WV W 2

 , (2.150)

其中，U、V、W 是本动速度的三个分量．这里的非对角元和粘度（viscosity）

有关．类似地，我们可以推导其它类似的“流”及其相关物理量，这里不再展开．

我们接着在稀薄气体的前提下推导有关 f
(1)
j 的方程．同样，我们只考虑两

体之间的相互作用．物种 j 的相空间中 (r, cj) 处的微元 dr dcj 中分子出现的几

率则可以写作 fj dr dcj．在不考虑气体中分子碰撞的前提下，t 时刻处于 (r, cj)

处的分子在 dt 时间后会运动到 (r+ cj dt , cj + (1/mj)Xj dt)，Xj 是指外力．由

于忽略了碰撞，故分子间的相互作用项省去．由于所有点的运动完全一致，上

述变动对应整个相空间也都是一致的，因此

fj(r, cj, t) = fj

(
r + cj dt , cj +

Xj

mj

dt , t+ dt

)
. (2.151)

然而碰撞是客观存在的．我们把在 dt 内因为 i 分子碰撞而“闯进”或“走

失”相空间微元 dr dcj 的分子也纳入上面的方程，其数量用 J
(±)
ji dr dcj dt表示，
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则上面没有碰撞的式子可以改造成

fj(r + cj dt ,cj +m−1j Xj dt , t+ dt) dr dcj

=fj (r, cj, t) dr dcj +
∑
i

(
J
(+)
ji − J

(−)
ji

)
dr dcj dt .

(2.152)

把微分式改成微商式，我们就可以有

∂fj
∂t

+ cj.∇rfj +
Xj

mj

.∇cjfj =
∑
i

(
J
(+)
ji − J

(−)
ji

)
. (2.153)

读者当然会希望知道如何得到上式中的碰撞项 J
(±)
ji dr dcj dt，否则上面的

式子就毫无价值．然而在介绍统计的碰撞项之前，我们最好考虑一下分子微观

的碰撞．这里，我们以硬球模型为例（图 2.9）．硬球模型颇像宏观物体的碰撞．

如果读者打过台球，那应该对理解这个问题有所裨益À．在硬球模型中，在两分

子之间的距离超过碰撞半径 rm 时，相互作用势为 0．而当两者之间距离等于 rm

的一刹那，两个球就可以瞬间被弹开．这一过程包含了能量之间的传递．对于

弹性碰撞，可以列出动量守恒和能量守恒式，这其中两者的初速度，或者说相

对速度 gij 是关键的物理量．当然两球之间不一定是正碰．如果原行进方向的两

条直线间距离，即碰撞因子为 b，则发生碰撞后球速度会发生变化，其偏转角 χ

是 b 的函数．

图 2.9 硬球模型．(a) 势能模型；(b) 碰撞参数．

让我们用上面的硬球模型研究相空间的分布函数 f．现固定 j 分子，让不

同状态的 i 分子来碰撞它．由于在 rm 外的 i 分子都是自由运动，因此它们沿直

线行进．则在 dt 时间内、碰撞因子 db 内、相对速度为 gij（其模为 gij）发生碰

À台呢和球之间最好没有摩擦力．
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撞的分子在碰撞前处于一个圆柱壳层中（图 2.10）

2πfi (r, ci, t) gijb db dt , (2.154)

对上式积分，有

2π dt

∫∫
fi (r, ci, t) gijb db dci (2.155)

我们接下来把 j 分子的运动状态也考虑在内，则

J
(−)
ji dr dcj dt = 2π dr dcj dt

∫∫
fj (r, cj, t) fi (r, ci, t) gijb db dci . (2.156)

因此

J
(−)
ji = 2π

∫∫
fjfigijb db dci . (2.157)

图 2.10 硬球碰撞的统计力学．

采用同样的思路，我们可以考察 J
(+)
ji ．我们需要注意到 J

(+)
ji 和 J

(−)
ji 对应的

微观动态学过程是一致的，仅仅是时序相反．因此我们要考虑反向碰撞．因此，

在统计上，我们需要考量碰撞后处于圆柱壳层中的分子数．我们有

J
(+)
ji dr dcj dt = 2π dr dc′j dt

∫∫
fi (r, c

′
i, t) fj

(
r, c′j, t

)
g′ijb

′ db′ dc′i . (2.158)

我们用 ′ 来区分前后．ci 同 c′i 之间的关系由散射角 χ 给出．又由 Liouville 方

程，

dr dci dcj gij dt b db = dr dc′i dc
′
j g
′
ij dt b

′ db′ , (2.159)
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故

J
(+)
ji = 2π

∫∫
fi (r, c

′
i, t) fj

(
r, c′j, t

)
gijb db dci

= 2π

∫∫
f ′if
′
jgijb db dci .

(2.160)

整理，得

∂fj
∂t

+ cj.∇rfj +
1

mj

Xj.∇cjfj = 2π
∑
i

∫∫ (
f ′if
′
j − fifj

)
gijb db dci . (2.161)

这就是著名的 Boltzmann 方程．

上面的推导是所谓的“标准”推导，它简洁易懂且物理图像清晰．熟悉分

子间相互作用的读者一定会觉得“硬球模型”过于粗糙了．诚然，分子间相互

作用势绝不是硬球模型可以描述的，但实际上硬球模型在这里只是提供偏转角

χ 的方案之一，在此模型下，χ 是 b 的函数；对于更一般的模型，χ 是 b 和 gij

的函数，并且和分子间相互作用势能有关．硬球模型给出了一个绝对短的分子

碰撞的时间尺度和分子碰撞的空间尺度．真实的势能会给比硬球模型更复杂的

分子碰撞行为，然而相比微元（回顾第 54 页的补充说明），其尺度还是足够小

的．此外，上面的推导隐含了

f
(2)
ij (t) = f

(1)
i (t)f

(1)
j (t). (2.162)

但这对于真实分子碰撞而言并不是事实，这只在分子之间距离足够远时才成

立，而对于正在发生碰撞的分子不成立．这个假设被称为分子混沌（molecular

chaos，或者按照 Boltzmann 的说法，Stosszahlansatz）．因此我们需要有一个更

加严格的推导．这样的推导可以直接从 Liouville 方程出发．

Liouville 方程描述了在相空间中的一个全维分布函数．如果我们采取适当

的近似，并把除 j 分子外的其他量积分掉，我们就应该可以得到 Boltzmann 方

程．对于气体 j，首先进行积分

∂f
(1)
j

∂t
+

1

mj

(
pj.

∂f
(1)
j

∂r

)
+

(
Xj.

∂f
(1)
j

∂pj

)

= − 1

(N − 1)!

∫∫ (
Fj.

∂f (N)

∂pj

)
drN−1 dpN−1 .

(2.163)
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但这个方程右侧有一个高维积分．Boltzmann 方程成立的条件是气体需要是稀

薄的．也就是说，我们可以忽略右侧的三体及以上相互作用，这可以得到

∂f
(1)
j

∂t
+

1

m

(
pj.

∂f
(1)
j

∂r

)
+

(
Xj.

∂f
(1)
1

∂p1

)
= −

∑
i

∫∫ (
Fij.

∂f
(2)
12

∂pj

)
dri dpi . (2.164)

现在我们考虑分子混沌问题．考虑到我们研究的是稀薄气体，式 2.162 总

有机会成立．分子在稀薄气体中的两体碰撞是重要的小概率事件，而三体碰撞，

也就是说类似 i 分子碰完 j 不经过自由运动立刻就碰 k 的情况可以忽略．如果

我们假定两分子之间的距离在 rm 的相互作用可以忽略，彼时式 2.162 成立．若

t 时刻时两分子的距离小于等于 rm，我们假定在 δt 时刻前，两分子距离仍大于

rm．也就是说，在 t− δt 时，满足

f
(2)
ij

(
r′i, r

′
j;p
′
i,p
′
j, t− δt

)
= f

(1)
i (r′i,p

′
i, t− δt) f

(1)
j

(
r′j,p

′
j, t− δt

)
, (2.165)

则根据 Liouville 方程应用于这个两体问题，有

f
(2)
ij (ri, rj;pi,pj, t) = f

(1)
i (r′i,p

′
i, t− δt) f

(1)
j

(
r′j,p

′
j, t− δt

)
. (2.166)

我们注意到虽然真实的碰撞会持续一定的时间，但还是很快的，至少比宏

观测量的时间尺度（即我们前文设定的微元）小很多．我们如果对宏观测量的

时间 τ0 内的结果做平均，可以得到

∂f
(1)

j

∂t
+

1

mj

(
pj.

∂f
(1)

j

∂r

)
+

(
Xj.

∂f
(1)

j

∂pj

)
= 2π

∑
i

∫∫ (
f
(1)′

i f
(1)′

j − f (1)
i f

(1)
j

)
gijb db dpj .

(2.167)

除了那些表示对 τ0 平均的横线外这个式子和上文得到 Boltzmann 方程已

经很像了．考虑到分布函数在宏观的时间尺度下并没有发生猛烈的变化，

f
(1)
i f

(1)
j = f

(1)

i f
(1)

j 近似成立．故上式和以“经典”推导的 Boltzmann 方程的差

别仅在于用 f 和 f 的差别．这里的时间平均可以被认为是对于分子混沌问题的

校正．

Boltzmann 方程是一个积微分方程（integrodifferential equation）．解这样
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一个方程当然不是一件易事．但对于平衡态，我们总有 J (+) = J (−)，即进入微

元的数目和离开微元的数目达到动态平衡．也就是说

fifj = f ′if
′
j, (2.168)

这与其对数的和等价

ln fi + ln fj = ln f ′i + ln f ′j. (2.169)

上面是式子需要对所有的 i-j 对成立，这就要求 ln f 在碰撞前后恒定，即所谓

的细致平衡（detailed balancing）原理．

能够满足碰撞前后恒定的物理量有三种：数目 ψ(1) = 1，动量 ψ(2) = mc，

以及能量 ψ(1) = 1
2
mc2．我们可以将 ln f 的拟设写为这三者之线性组合

ln f = α(1) +α2.mc− α(3).
1

2
mc2. (2.170)

注意 f 是标量，因此动量 mc 前的系数 α2 为一个矢量．接着，我们可以通过

求解数密度 n、平均速度 c0 以及温度 T 的期望获得这些系数．略过这里的数学

推导，我们有

f = n

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
−mC

2

2kBT

)
. (2.171)

这就是 Maxwellian 速度分布函数．

非平衡态的气体依然是当前统计力学研究的重点和难点．然而，对于其中

较为简单的情形，例如离平衡态不远的非平衡态，我们可以使用微扰方法从平

衡态出发理解气体的“输运性质”．本文的第 6 章介绍了如何处理这个问题，并

提供了一个开箱即用的稀薄气体输运性质计算工具 PENG．
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第 3 章 势能模型的发展：

使用多维 Morse 长程势能描述分子间相互作用势

3.1 引言

非键相互作用是物理化学研究中最基本的主题之一，是超分子化学 [55]、力

化学 [56] 与生命科学的核心概念．尽管分子内的非键相互作用在驱动蛋白质高级

结构等方面十分重要，分子间复合物（或称 van der Waals (vdW) 复合物）还

是研究非键相互作用的基础模型．红外（Infrared ，IR）与微波（Microwave ，

MW）光谱学研究可谓是研究这一类复合物的最为直接的实验途径．而以从头

算的视角看，只有最小的 vdW 复合物可以由现有的计算机程序给出光谱精度的

理论预测．

在第 2 章我们已经讨论了，BO 近似可以导出势能面 [57]．构建势能面是目

前纯理论研究分子光谱和动力学的第一步．在这样的研究中，分析势能面提供

了最为凝炼、可移植、直接的核运动动力学信息，也是确定定量、可靠、实用势

能面的关键．

大量的分子间势能函数模型因此被提出．这些模型可以被粗略地分为两类：

其一是“数学模型”，其二是“物理模型”[58]．就目前而言，十分流行的神经网

络势能模型及其变种较少考虑体系的物理本性，而其参数（或者套用神经网络

中的术语，节点的权重）没有明确的物理内涵．尽管现在对于神经元有一些后

验的解释 [59]，人们很难在获得模型前对于神经元预判某一个神经元的意义．与

之相对，物理模型基于对体系较为清晰的物理图像以及体系的固有性质，例如

势阱深度、平衡距离、多级矩等建立起来．尽管势能面这个超曲面非常复杂，不

经过全局的计算也可以得知物理模型里的部分关键参数．因此，在同等数目的

参数个数的前提下，物理模型一般可以比纯数学模型获得更高的精度，这也就

是说，如果想达到相同的精度，物理模型的计算量往往更低，这使得更大规模

的动力学与光谱计算成为了可能．

描述分子间相互作用的常用方法是对于组成分子的原子间的相互作用求和，

即基于位点的模型势（site-site pair potential）．而位点之间的相互作用势则进
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一步考虑位点的性质，例如电荷、局域偶极、局域极化率等．这样的图像非常

简洁、容易理解，但对于光谱学研究常常略显粗糙．对于高精度的理论光谱学

工作，我们往往需要将 vdW 复合物中的两个分子当作整体考虑，并将分子间相

互作用定义为分子质心距离和相对朝向的函数，这样我们可以整体地处理小分

子的多级矩和极化率．超球谐函数常常用以表示角度的变化，而径向部分则用

具有物理含义的势能函数模型来表示，这样的径向函数往往和原子-原子相互作

用的模型采用类似的形式．例如，有的模型采取了将分子间短程行为和长程渐

进行为相加的做法 [60–64]，例如指数-样条-Morse-Morse-样条-vdW（exponential

Spline-Morse-Morse-Spline-van der Waals，ESMMSV）形式 [65,66]．同时我们注

意到，角度部分可以采用不同的方式和径向函数结合：最终的函数形式可以是

角度函数和径向函数乘积的线性组合，其思路和高维波函数的展开方式很类似；

最终的势能函数形式也可以是将径向部分模型中的参数用角度函数展开 [66,67]．

直接拟合光谱是目前获得分子间相互作用最为精确的方式 [68–72]．但问题是

拟合光谱的前提是指认光谱．这就带来了一个悖论：由于 vdW 复合物的光谱极

度复杂，即便是经验最丰富的实验光谱学家也常常需要理论与计算光谱学家的

帮助才能确切的指认 vdW 复合物的光谱．但如果我们使用从头算势能面，人们

就不再需要对 vdW 复合物本身有多么深入的（光谱学）了解，而仅凭量子化学

知识就可以建立其高精度势能面，从而帮助指认光谱 [61,73,74]．

“原子间”相互作用势能和分子间相互作用势能的最主要区别当然是多原子

分子之间有不同的相对朝向，也就是说，方向角会影响势能．分子间相互作用也

常常表示为两分子之间的距离和角度之间的函数．与此同时，分子内坐标的变

化也会影响分子间的相互作用．然而，由于这种影响比起分子间的距离和朝向

还是相对较小，通常，固定分子单体的内部几何结构是一个合理的近似 [61]．但

事实上，这样的分子内-分子间关系是某些重要光谱现象的来源，例如红外光谱

的带基偏移（band origin shifts）[73–76]．

原子与原子相互作用仅是两原子之间距离的函数，是一个一维函数问题．

分子间相互作用则是一个高维函数．一维函数问题可以采用 Morse 长程势能模

型（Morse/Long-Range，MLR）高效地处理 [30,77,78]．MLR 模型灵活、精确且

具有明确的物理意义．基于这样的一维 MLR 模型，我们提出多维 Morse 长程

势能模型（multi-dimension Morse/Long-Range，mdMLR）来处理原子 – 分子

间以及分子 – 分子间的相互作用．与原来的一维 MLR 势能模型一样，mdMLR
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灵活、健壮、准确、处处可导且富于物理意涵．

我们在本章将介绍 mdMLR 模型的发展．在下一节，我们讨论如何准备

mdMLR 模型的原始数据．在 § 3.3 中，我们将简要地介绍一维 MLR 模型．在

§ 3.4 和 3.5 中，我们将介绍 mdMLR 模型的形式及其在真实 vdW 复合物中的

应用．在 § 3.6 中，我们将讨论 mdMLR 的优势与劣势．希望通过本章的介绍，

能让读者学会如何从头开始建立一个 mdMLR 分子间势能面．

3.2 量子化学从头算

构建势能面时，使用足够准确的从头算方法生成原始数据是至关重要的．

势能模型最多只能做到“忠实再现”（fidelity）；它不可能，也不应该越俎代庖

地修正原始数据中的误差．

电子基态能量的计算通常是基于耦合簇理论（coupled cluster theory，

CC）[79–81]．其中，CCSD(T) 也常被称为理论计算的“黄金标准”．尽管 Møller-

Plesset 微扰理论（MP）在过去十分流行（实际上，它现在在更大的体系研究

中也十分流行），然而随着高精度的实验光谱越来越多，在分子间相互作用领

域，尤其是 vdW 复合物的分子间相互作用势能面构建方面，MP 的精度已经

明显不够．此外，基组的选择也十分重要．在描述分子间的长距离相互作用

时，弥散基组的作用是显而易见的，即增加原子更外一层或几层电子的描述．

我们很自然地用到 Dunning 的弥散-相关一致性基组 [82]，也就是 aug-cc-pVXZ

(X = T,Q, 5 . . . )．键函数（bond function，bf）在 Rydberg 态的描述中是非常

常用的，并且对于改善量子化学计算的收敛性方面成效显著 [83]，因此．键函数

在分子间相互作用方面也非常常用．

计算分子间相互作用的最容易理解也是最容易实现的方法是所谓的超级分

子方法．在此框架下，A、B 两分子之间的相互作用可以写为

∆V (rA, rB;Ω) = EA···B(rA, rB;Ω)− EA(rA)− EB(rB), (3.1)

其中，Ω 代指两分子的相对位置和朝向，EA···B、EA 和 EB 分别是 vdW 复合物、

A 分子、B 分子的能量．它们可以直接从电子结构计算中获得．注意到分子间

相互作用同样也是分子内坐标（rA 和 rB）的函数．这里我们需要澄清一点，即

分子内坐标的变化所导致的孤立分子本身势能的变化是分子自身势能面的范畴，
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而不是本章要研究的分子间相互作用．为了最大程度减小基组重叠误差（Basis

Set Superposition Error，BSSE），全平衡计算（full counterpoise procedure）通

常搭配满足大小一致性的量子化学方法（例如 CC）一同使用．

最近，显相关方法 [84,85] 在加速电子结构计算方面得到了广泛地使用．尤

其是近年来，CCSD(T)-F12/aug-cc-pVTZ 的组合在 vdW 复合物的研究中广泛

使用．使用这种方式可以以较低的计算成本得到与传统方法结合大基组乃至外

推至完全基组（Complete Basis Set，CBS）相比拟的结果．因此，这种方式在

vdW 复合物的分子间相互作用势能面构建方面也有很好的应用 [86–91]．

3.3 一维 Morse/Long-Range （MLR）模型简介

尽管一维 Morse/Long-Range （MLR）不是本章的主题，我们还是简要介

绍一下，以提供读者必要的基础信息，从而更好地理解我们的 mdMLR 势能函

数模型．

MLR是一个相对较新的模型，由已故的加拿大滑铁卢大学 Robert J. Le Roy

教授于本世纪初提出．MLR 模型的初始版本首先于 2006 年为 N2 的势能函数

提出 [77]．随后于 2007 年，在研究 Ca2 的势能时得到改进
[78]．最近版本的 MLR

模型在 2009 年研究 Li2 时基本确定 [30]，并于 2010 年加入了专属适用于 MLR

长程与短程行为的衰减函数（damping function）[92]．此后，Le Roy 与其合作者

在一系列的会议报告中又提出了一些小改动．

目前最新版本的一维 MLR 模型可以写作

VMLR(R) = De

{
1− uLR(R)

uLR(Re)
e−β(R).yeq

p (R)

}2

−De + Vlim, (3.2)

式中，De 表示势阱深度，Re 表示平衡核间距，Vlim 则给定了势函数的渐进极限

值．uLR(R) 函数代表了“长程相互作用”，可以被写作

uLR(R) = Dm1(R)
Cm1

Rm1
+Dm2(R)

Cm2

Rm2
+ · · ·+Dmlast(R)

Cmlast

Rmlast
, (3.3)

其中 Dmi
(R) 是可选的衰减函数，可以采取文献 [92] 中给定的形式．注意在上

述文献中，通用的衰减函数的形式根据 MLR 的形式进行了修改．Cmi
是所谓的

长程系数，原理上可以由微扰理论获得．长程函数 uLR(R) 的行为和两原子距离
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很远的负幂次行为一致，因此其中的系数应在确定其他参数之前由微扰理论或

实验确定．无量纲的径向变量 yeq
p (R) 将在 [0,+∞) 区间中的核间距 R 映射到有

限的范围 yp ∈ [−1, 1]，写作

yeq
p (R) =

Rp −Re
p

Rp +Re
p . (3.4)

式 3.2 指数上的 β(R) 函数则可以写为 yq 的多项式，yq 的形式与式 3.4 一致，

但参数 q 可取与 p 不同之值．此外，用户指定的 Rref 可以替代 Re 来作为多项

式展开的中心

β(R) = yref
p (R) β∞ + [1− yref

p (R)]

Nβ∑
i=0

βi y
ref
q (R)i. (3.5)

这里，yref
p (R) 依然具有式 (3.4) 的形式，且展开的中心和 yref

q (R) 相同．该函

数作为一个开关函数，使得 β 函数在 R → ∞ 具有 limR→∞ β(R) ≡ β∞ =

ln[2De/uLR(Re)] 的极限．

由于 MLR 相应的基于离散势能的拟合程序 betaFIT [93] 以及直接拟合光谱

和维里系数的程序 dPotFit [94] 已公开发表，且供人们免费使用，因此得到了广

泛使用．

3.4 扩展 MLR 模型以处理分子间相互作用

3.4.1 势能函数形式

如果我们将分子间由于永久多级矩而导致的较强的静电相互作用

Velst(R,Ω) 分离出来，则两个刚性分子之间的相互作用可以表示为

∆V = VvdW(R,Ω) + Velst(R,Ω), (3.6)

其中 R 是两分子各自质心之间的距离，Ω 是一组角度/二面角，用于确定它们

之间的相对朝向．mdMLR 模型的大前提是上式的第一项的径向部分可以视为

一个类 Morse 型的势能，能够找到其势阱，而角度部分随 Ω 光滑（通常是缓

慢地）变化．在某些情况下，我们也可以将相对不那么强的静电相互作用纳入
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VvdW 中一体处理

uLR(R;Ω) = Dm1(R)
Cm1(Ω)

Rm1
+Dm2(R)

Cm2(Ω)

Rm2
+· · ·+Dmlast(R)

Cmlast(Ω)

Rmlast
. (3.7)

然而，如果静电相互作用项足够地强，这会导致 VvdW(R,Ω) 函数在某些角度 Ω

找不到径向的最小值，使得无法使用 MLR 形式来描述对应的势能．

正如 mdMLR 的名字所暗示的，我们希望采用 MLR （式 3.2）来描述

VvdW(R,Ω) 沿某一固定角度 Ω 所确定的径向行为:

VmdMLR(R;Ω) =De(Ω)
{
1− uLR(R;Ω)

uLR(Re(Ω);Ω)
e−β(R;Ω).yeq

p (R;Ω)
}2

−De(Ω) + Vlim,

(3.8)

其中 β(R;Ω)是式 3.5的扩展形式，其中多项式的展开系数 βi(Ω)也是角度的函

数．势阱深度 De(Ω)、平衡距离 re(Ω)、“形状”参数 βi(Ω)及长程系数 Cmi
(Ω)进

而展开为关于角度的正交多项式的线性组合，而系数是 mdMLR 的待拟合参数．

注意对于不同的方向 Ω，我们总希望它们有相同的解离极限，一般希望整体的势

能在分子解离时相互作用为 0，而因为 De(Ω)
{
1− uLR(R;Ω)

uLR(Re(Ω);Ω)
e−β(R;Ω).yeq

p (R;Ω)
}2

的解离极限值为是 De(Ω)，故我们引入了 −De(Ω) 项．

3.4.2 拟合策略

非线性拟合是确定 mdMLR 势能函数分析形式的根本手段．和其他非线性

拟合问题一样，问题的关键在于提供参数的初始猜测．为一维 MLR 模型的非

线性拟合设计拟合策略和程序，例如 betaFIT，已经很好地发挥了其作用，但
对于 mdMLR，我们需要新的拟合策略以处理角度部分的参数．

固定角度，分子间相互作用的径向行为可以使用一维 MLR（式 3.2）表示．

实践中，我们发现只需要很少的 βi(Ωj) 就可以获得较好的拟合结果．然而，一

维 MLR 模型本身就是一个非线性拟合问题，需要给定初始猜测．幸运的是，这

一问题已由 betaFIT [93] 很好地解决．因此，我们可以多次运行 betaFIT，对不
同的 Ωj 解出对应的参数 De(Ωj)、Re(Ωj)、βi(Ωj) 和 Cm(Ωj)．这些参数可以进

一步使用线性拟合得到其对角度部分正交多项式的展开系数，这样，这些系数

就可以被认为是最后一步全局拟合所有多维 vdW 复合物分子间势能模型的合

理初始猜测．
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如一维 MLR 一样，mdMLR 中的长程项也应该在拟合前确定．长程系数的

确定一方面可以由理论方法，例如对称性匹配的微扰理论（Symmetry Adapted

Perturbation Theory，SAPT）[61]，来直接计算长程作用中主导的色散和诱导相

互作用．另一个简单些的方法是进行“长程拟合”，此时我们可以忽略衰减函数

的作用，将式 3.3 改为

uLR(R;Ω) =
Cm1(Ω)

Rm1
+
Cm2(Ω)

Rm2
+ · · ·+ Cmlast(Ω)

Rmlast
. (3.9)

由于衰减函数在长程趋近于 1，这样的化简是合理的．不同角度 Ωj 的长程 R

处的能量点可由从头算方法计算，一般取 R ≳ 7Å，然后拟合式 3.9．经过这样

线性拟合的参数会被固定，并进入其后的一维拟合中使用 betaFIT 来得到特定
角度的 MLR 参数．注意到这里的长程系数中的领头项是没有被分离出来的较

弱的静电项，具有明确的角度行为，因此在拟合式 3.9 时也可以被视为已知的．

一旦 mdMLR 中各个参数的角度展开系数通过线性拟合得到初始猜测，最

后一步的全局非线性拟合就可以顺利进行．在最后的拟合中，我们可以调整各

个点的不确定度，即调整能量点的权重，来使“关键”的部分拟合效果更好．我

们推荐的方法是令小于解离极限 Vlim 的能量点的不确定度统一设置，而高于此

值的排斥势可以给予更高的不确定度．

3.5 多维 Morse 长程势能面

第一个采用 mdMLR 的势能面是 Li 等人的 CO2···He vdW 复合物的分子间

相互作用势能面．这个势能面考虑了三个自由度：分子质心间的距离 R、CO2

的朝向角度 θ 以及 CO2 的分子内反对称伸缩坐标 Q3
[95]．此例中，只有一个

角度来表示相对朝向，而考虑 Q3 坐标使得我们可以对 CO2 的 ν3 振动的最低

的两个振动态定义两个不同的二维分子间势能面，而这两个势能面对应的解离

极限之间的差对应 CO2 的反对称振动的基频．基于这个势能面，他们计算了

CO2···He 复合物在 2349 cm−1 附近的红外光谱，并与实验吻合 [95]．此外，当我

们同时考虑反对称伸缩振动能级对对称伸缩能级的影响时，即考虑反对称伸缩

对于 CO2 分子键长的影响时，这个势能面可以被粗糙地理解为一个四维的势能

面，并用这样的势能面正确地模拟了 CO2···Hen 团簇（n ≤ 40）的光谱 [76]．将

mdMLR 模型扩展至能够描述分子内的振动超出了本章想要讨论的范畴，然而
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我们必须认识到要定量地描述好分子间的相互作用，充分考虑分子内振动对分

子间的影响是至关重要的，尤其是当红外光谱成为研究重点时．

在下文中，我们将分门别类地讨论不同类型的 mdMLR 势能函数形式．这

样的分类基于 vdW 复合物中分子单体的转动自由度，即我们要讨论 (i) 原子

(ii) 线形分子和/或 (iii) 非线形分子À之间的相互作用模型．很显然，不同的自

由度会对应不同的角度展开形式和基函数的类型．

3.5.1 原子 – 线形分子复合物

稀有气体（Noble gas，Ng）原子在很多 vdW 复合物的光谱研究中均有发

现．例如，氦是宇宙空间中丰度最大的元素之一，因此在涉及 vdW 复合物的天

体光谱化学研究中含氦的体系极为常见；氦在仲氢（para-hydrogen）复合物的

等低温物理的研究中常常作为冷媒出现，因此涉及它的的 vdW 复合物也在原

子与分子物理研究中影响颇深．由一个线形分子和一个原子所组成的复合物的

mdMLR 模型需要考虑两个自由度：其一是从分子质心到原子之间矢量的模量，

其二是该矢量与线型分子所在直线所成夹角．例如，CO2···He 复合物 [95] 的结构

和坐标就如图 3.1 所示．

图 3.1 CO2···Ng 的几何构型．两个分子间坐标为 R 与 θ．

在这种情况下，mdMLR 中的表示角度的正交多项式 MLR 为 Legendre 多

项式 Pλ(x)

Pλ(x) =
1

2λλ!

dλ

dxλ
[
(x2 − 1)λ

]
, (3.10)

À这里需要特别指出英文的“linear”在这个语境中更适合翻译成“线形”而不是“线性”或
“线型”，尽管注意到已经出版的文献很多时候会用“线型”或“线性”，但我们实际上很清楚地
在讨论分子的“形状”，而不是分子的“型号”或者“性质”．
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其中 x = cos θ．mdMLR 函数中的参数，例如 De(Ω)，就可以展开为

De(θ) =
∑
λ

D(λ)
e .Pλ(cos θ), (3.11)

类似的式子对 Re(θ)、βi(θ) 和 Cmi
(θ) 同样适用．

在文献 [95] 中，作者实际上完成了一个更为复杂的模型，他们引入了 CO2

的反对称伸缩坐标，Q3 ≡
√
2
2
[rCO(1) − rCO(2) ]，构建了一个三维的分子间势能面

V (R, θ,Q3)．一维的 MLR 模型依然被用于描述分子间的径向行为，但其中的所

有参数都同时也是 (θ,Q3) 两个变量的函数，其中，Legendre 多项式展开依然被

用作角度函数，而 Q3 变化的部分则直接使用了 Q3 的幂级数展开．因此，整体

展开的基函数就可以写作

ϕλ,n(θ,Q3) = Pλ(cos θ)Q
n
3 . (3.12)

mdMLR 模型中的参数就可以藉此展开，例如

De(θ) =
∑
λ,n

D(λ,n)
e Pλ(cos θ)Q

n
3 . (3.13)

当然，这个体系有其对称性，即

∆V (R, θ,Q3) = ∆V (R, π − θ,−Q3), (3.14)

这就要求式 3.13 中的非零项必须满足上述对称性，也就是说，λ + n 必须是偶

数．而当我们不考虑 Q3 坐标，单纯地考虑分子间坐标对分子间相互作用的影响

时，λ 则必须是偶数．

此类复合物的另一个例子是 OCS···He [75]．为定义其几何构型，图 3.1 中的

O(2) 被 S 取代，且其中心被移到 OCS 的质心．很显然，该体系的展开系数的形

式和 CO2···He 一致（式 3.11），除了在考虑对称性时，λ（或者也考虑其内部伸

缩坐标，λ+ n）不必是偶数．
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3.5.2 原子 – 非线形分子复合物

水分子大概是目前人们最为关心的分子之一了，这不仅是因为其在包括生

命体系在内的水溶液环境中举足轻重的地位，也因为其奇妙的物理性质，例如

其复合物的光谱学上的奇妙特性．因此，水 – 稀有气体原子复合物就成为了研

究分子内-分子间耦合的模式体系．对于水 – 稀有气体原子振动-转动性质的理

论理解始于构建包含水分子的分子内振动的分子间势能面．在发展 mdMLR 模

型时，水 – 稀有气体原子复合物被用作原子 – 非线形分子复合物的代表，其几

何构型见图 3.2．

图 3.2 H2O···Ng 的几何构型．水分子的三个原子落在纸面内，而稀有气体原子

Ng 在纸面外．分子间坐标为 R、θ 和 φ．

在这种情况下，势能函数中的参数可以用球谐函数À展开

Yℓm(θ, φ) =



√
(2ℓ+1)
2π

(ℓ−m)!
(ℓ+m)!

Pm
ℓ (cos θ) sinmφ m < 0√

(2ℓ+1)
4π

Pm
ℓ (cos θ) m = 0√

(2ℓ+1)
2π

(ℓ−m)!
(ℓ+m)!

Pm
ℓ (cos θ) cosmφ m > 0

. (3.15)

其中 m 代表 −mÁ，Pm
ℓ (cos θ) 是所谓的连带 Legendre 多项式

Pm
ℓ (x) = (−1)m(1− x2)m/2 d

dx
Pℓ(x). (3.16)

À球谐函数有多个版本，本文采用 tesseral harmonics [96]．
Á为了美观，我们把负号移到了符号的头上．
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类似地，在这种情况下，mdMLR 模型中的参数展开可以写成

De(θ, φ) =
∑
ℓ

ℓ∑
m=0

D(ℓm)
e Yℓm(θ, φ), (3.17)

类似的式子对 Re(θ, φ)、βi(θ, φ) 和 Cmi
(θ, φ) 同样适用．H2O 分子的对称性同

样可以在此模型中得到很好的体现．H2O 属 C2v 点群，其属于 A1 不可约表示

的角动量基函数必然满足

ℓ ≥ 0, mod (m, 2) = 0. (3.18)

这些基函数可以被用于表示势能，因势能属于全对称的不可约表示．

图 3.3 CH3F···Ng 的几何构型．CH3F 的 C、F 和 H(1) 三个原子落在纸面内，而

Ng 在纸面外．分子间的三个变量为 R、θ、φ．

上述模型当然可以被用于其他类型的非线形分子 – 原子复合物体系，只需

要对应地修改对称性．例如 CH3F···Ng（Ng = He、Ne 或 Ar，见图 3.3）也是一

个经常被研究的体系．CH3F 的红外光谱早在 1928 年就已经被测量，因此它经

常被用作红外光谱学中的探针分子．当处理 CH3F–Ng 体系 [97–99] 时，式 3.17

的展开同样可以使用，只有对称性需要重新考虑．由于 CH3F 属于 C3v 点群，

其 A1 不可约表示所对应的基函数满足

ℓ ≥ 0, mod (m, 3) = 0. (3.19)
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3.5.3 线形分子 – 线形分子复合物

仲氢（para-hydrogen，pH2）是氦以外唯一已知的超流物种
[100,101]．作为探

测 pH2 超流的一种方式，一个生色分子往往被置入 pH2 团簇中，并测量其振动

转动光谱来推知其所处环境信息．若要从理论角度研究，则需要知道生色分子

和氢分子之间准确的势能面．其中，线形分子和 pH2 之间的相互作用是最为简

单的，因此得到很多研究．在研究此类复合物时，至少四个自由度应该被考虑

（图 3.4）．

图 3.4 CO–H2 的几何构型．分子间变量包括 R、θ1、θ2 以及 φ．

用于描述线形分子 – 线形分子相互作用势能面角度部分的基函数具有如下

形式

Aℓ1ℓ2ℓ(θ1, θ2, φ)

=

ℓmin∑
m=−ℓmin

ℓ1 ℓ2 ℓ

m m 0

Yℓ1m(θ1, 0)Yℓ2m(θ2, φ),
(3.20)

其中 ℓmin = min(ℓ1, ℓ2) 而三角形关系要求 |ℓ1 − ℓ2| ≤ ℓ ≤ |ℓ1 + ℓ2|．而考虑到氢

分子的对称性，势能函数需满足

∆V (R, θ1, θ2, φ) = ∆V (R, θ1, π − θ2,−φ), (3.21)
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故我们要求上述指标满足

ℓ1, ℓ2, ℓ ≥ 0,

mod (ℓ2, 2) = 0,

及 mod (ℓ1, 2) = mod(ℓ, 2).

(3.22)

3.5.4 非线形分子 – 线形分子复合物

CH3F···H2 体系中的分子间作用势是理解在固态仲氢中CH3F 分子性质的基

础 [102]．非线形分子 – 线形分子复合物的相互作用势能是一种新的形式，于近年

新近推导 [103]．在这种情况下，角度部分的基函数是超球函数 t，相关角度定义

于图 3.5，写为

tℓ1m1ℓ2ℓ(θ1, θ2, φ1, φ2) =
[
2(1 + δm10)

−1(2ℓ1 + 1)−1
]−1/2

(1 + δm10)
−1

×
∑
r1r2

ℓ1 ℓ2 ℓ

r1 r2 r

Yℓ2r2(θ2, ϕ2)Yℓr(θ1, ϕ1)

×
[
δm1r1 + (−1)ℓ1+m1+ℓ2+lδm1r1

]
.

(3.23)

同样由对称性可得，函数的指标需要满足

mod (m, 3) = 0 且 mod (ℓ1 + ℓ2 + ℓ, 2) = 0. (3.24)

3.5.5 mdMLR 模型的应用

在表 3.1 中，我们总结了现存的利用 mdMLR 进行研究的 vdW 复合物．当

维度增加时，显然，势能函数模型所需的参数数目增加了．这主要是因为更复杂

的单体在角度部分需要更多项来线性展开（如式 3.13、3.17、3.20 和 3.23），而

这些角度的函数才能用作为 MLR 的参数．在所有的这些情况中，这些拟合得到

的势能面都具有光谱精度．如果从头算是可靠的，那么，mdMLR 可以提供可移

植的、完全解析的分析势能面．如果我们使用恰当的“振动平均”策略，体系的

微波和红外光谱也可以依托 mdMLR 计算出来，并且和实验吻合．例如，在文

献 [104] 中，我们精确地预测了OCS···H2 复合物（包含五种自旋同位素物种）红
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图 3.5 CH3F···H2 的几何构型．分子间坐标为 R、θ1、θ2、φ1 和 φ2．

外光谱的谱线位置和相对强度，和实验对比，平均误差小于 0.01 cm−1．

低振转能级仅考察了势能面最小值附近的特性．然而，从 mdMLR的名字可

以看出，在长程部分，这种势能模型也有正确的行为．这从不同大小的OCS···Hen
团簇的振动频率位移中可见一斑，其中最外层 He 与生色分子 OCS 相距较远，

处于长程区域 [75]．注意到使用 mdMLR 的势能面的量子 Monte Carlo 模拟给出

的较大团簇（n = 72）的振动频率位移与实验吻合良好．对于 CO2···He，我们

也能得到类似地良好结果 [76]．

3.6 讨论与展望

mdMLR 模型可以被广泛用于 vdW 复合物的研究．然而，该模型的局限性

也是很明显的．使用 mdMLR 模型需要已知长程行为，这阻碍了该模型的随意

使用．尽管我们的拟合流程也经过了仔细设计，但还是显得复杂．这样的困难

在神经网络势能面中是没有的．

和其他模型不同，mdMLR 模型还是需要使用量子化学从头算获得分子间

相互作用势能面的规则格点以获得合理的初始猜测．特别地，对于所有的单体

的相对朝向（即角度），都需要构建一维 MLR 的截面．这也就意味着这样的

势能面必须特意构建，而不会是分子模拟，例如从头算分子动力学（ab initio

Molecular Dynamics，AIMD）的副产品．然而，由于这样的势能面最后会被刚

体动力学模拟（例如量子 Monte Carlo 或者分子动力学）反复使用，这样的“前
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表 3.1 现有 mdMLR 势能面概览．

复合物 维度 数据点个数 RMSD/cm−1 参数个数 文献
1. 线形分子 – 原子

CO2···He 3 2832 0.032 55 [95]
OCS···He 2 305 0.022 49 [75]
N2O···He 4 21390 0.763 592 [105]

2. 非线形分子 – 原子
H2O···He 3 578 0.1 53 [106]
H2O···Ar 3 442 0.15 58 [107]
H2O···Ne 3 646 0.12 56 [108]

CH3F···He 3 3150 0.05 102 [97]
CH3F···Ar 3 2038 0.08 120 [98]
CH3F···Ne 3 2340 0.07 167 [99]

3. 线形分子 – 线形分子
CO2···H2 4 23113 0.143 167 [109]
CO···H2 4 30206 0.087 196 [110]
N2O···H2 4 2188 0.133 255 [111]
OCS···H2 4 13485 0.16 358 [104]

4. 非线形分子 – 线形分子
CH3F···H2 5 25025 0.74 a 823 [103]
a 此处若统计势能小于 0 者，RMSD 减小至 0.082．

置作业”是值得的，也是可以接受的．

“振动平均”是构建 vdW 复合物分子间相互作用势能面的重要一环．分子

总是在振动，这是由量子力学带来的分子特性．分子振动的结果就是所谓的“零

点能效应”，这也是量子力学在分子科学中的最主要体现之一．这导致了很多有

趣的现象，例如，分子在振动基态的键长一般与所谓的“平衡构型”À不同，其

中尤以涉轻原子者（例如氢及其同位素）为甚．这一点应该在构建刚体分子相

互作用势能势能面时纳入考虑．对于双原子分子，这一点还算容易（注意它并

不是转动惯量所对应的键长，尽管很多时候我们作这样的近似）；对于多原子分

子，这件事就困难得多．对于 CO2···Hen、OCS···Hen、CO2···(pH2)n 这样的团簇

体系，我们已经说明了如果预测较大团簇的振动频率位移是理论工作的核心任

务之一的话，采用振动平均来考虑单体的不同振动态的重要性．

很明显，随着维度的提高，势能面拟合变得愈来愈困难．按我们目前的经

验，我们发现为了达到我们所需的高精度，角度部分的高阶展开系数主要用

在 De(Ω)、Re(Ω) 和 β0(Ω) 上，而 MLR 中的高阶的指数展开系数，即 βi(Ω)

À势能面处于最低处者．
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（i > 0）所需要的角度展开锐减．然而，在 § 3.4.2 中所描述的拟合策略使得本

章所描述的模型 mdMLR 近乎和 MLR 的一维版本一样健壮，尽管用户还是要

反复调整 mdMLR 中角度部分展开系数的数目．

目前，mdMLR 模型尚未用于包含电子激发态的 vdW 复合物．具有简并基

态电子能级的分子与量子溶剂例如 He 或者 pH2 的相互作用也可以为 mdMLR

和其他分子间势能模型提供很好的测试用例．由于 mdMLR 模型已经在不同振

动能级的分子中验证了其可靠性，我们相信该模型也可以在上述问题中发挥重

要作用．
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第 4 章 构建光谱精度的从头算全局电偶极矩函数的基组

依赖性

4.1 引言

过去，计算振转光谱学更聚焦于谱线的位置．谱线的位置对应着振转能级

之间的能量差，因此，研究者们常常给待研究体系构建一个势能面，求解该体

系的核运动的非含时 Schrödinger 方程，报导相关能级，结束工作．近年来，随

着精确光谱学的发展，人们慢慢开始重视起振转光谱的强度．光谱的强度在研

究分子的热力学、动态学等方面都有很大的用处．[112–115] 光谱的强度也常用作燃

烧、爆炸等研究中的“温度计”．[116,117]

理论上，谱线的强度与体系的电偶极函数（electric dipole moment function，

DMF）息息相关．在一阶近似下，Einstain B 系数（吸收辐射激发，式 2.46）可

写为

B1←0 =
1

6ε0ℏ2
µ2
10 =

2π2

3ε0h2
µ2
10

其中 ℏ 是约化 Planck 常数，µ10 = ⟨1|µ|0⟩ 是跃迁偶极矩 [33]．

在常规的计算中，我们往往聚焦于振动光谱的基频光谱，因此我们也就会

在平衡几何构型的邻域将偶极矩函数展开，并截断于一阶．[33] 对于一个双原子

分子，我们有

µ(r) = µ

∣∣∣∣
r=re

+
dµ

dr

∣∣∣∣
r=re

.r + . . . . (4.1)

由于这两个态（|0⟩ 与 |1⟩）相互正交，µ10 中的常数项为 0，因此，一般认为谱

线强度与偶极矩面的一阶导数直接相关．在大多数情况下，这是一个良好的近

似．但对于高精度光谱学的研究，以及涉及高激发态之间的跃迁，这样的近似

显然是不够的．此时，我们需要全局的偶极矩函数．

与势能面一样，偶极矩面也可以由 Born–Oppenheimer 近似导出．此外，相

较谱线的位置，谱线的强度更加难以准确测量．因此，获取偶极矩面一般是通过

量子化学从头算方法．在本章中，我们将聚焦于偶极矩面计算对基组的依赖性．

据我们所知，现在已经有不少关于偶极矩函数计算的工作发表，但其中大部分
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都是局限于使用密度泛函理论计算一般精度的偶极矩面．[118–120] 其中，只有极少

的研究构建了光谱精度的全局偶极矩面．这项工作，和构建高精度的势能面一

样，并不轻松．要构建一个可靠的偶极矩函数，需要同时考虑从头算方法，构型

空间扫描的范围，以及该函数的对称性．[121,122] 我们也注意到，现存的采用从头

算方法构建的偶极矩面的工作并不像势能面那样仔细地讨论了如何选择方法和

基组．[121–124] 当然，也就缺乏对如果使用其他的方法会带来怎样的后果的讨论．

在本章中，将对上述问题作一个形象化的解答．

4.2 偶极矩函数的定义与计算方法

偶极矩是能量对外界匀强电场强度的（偏）导数，我们也可以将其定义为

电荷密度 ρ 与坐标 q 之积的积分，这其中包含核的和电子的电荷，

µ =

∫
Ω

dq ρ.q,

这就要求量子化学方法不仅能够提供对能量的足够好的描述，同时也需要对电

子密度（波函数）描述正确．因此，我们以一个简单的双原子体系为例，对不同

的计算方法进行系统的比较．

双原子体系 A ···B 的偶极矩函数可以使用包含单重、二重及微扰处理的三

重激发的耦合簇方法（CCSD(T)）采用不同的基组计算．双原子体系的永久偶

极矩总是沿着两个原子核连线的一个矢量．偶极矩函数的大小可以使用有限电

场法计算 [34]

µAB =
∂EAB(F )

∂F

∣∣∣∣
F=0

≈ EAB(δF )− EAB(−δF )
2δF

, (4.2)

其中，E 是系统能量，它是外部电场 F 的函数．当然，双原子体系 A···B 的偶

极矩也可以定义为两原子靠近所引发的所谓“诱导偶极矩”[124]，即

µind = µAB − µA − µB = µAB, (4.3)

注意到上式中单个原子的偶极矩为 0．在理想状况下，式 4.3 中的第二个等号成

立，然而现实中，我们必须要处理基组的不完备性，也就是说，要注意基组重叠

误差（basis set superposition error，BSSE）．[35,125]

80



第 4章 构建光谱精度的从头算全局电偶极矩函数的基组依赖性

平衡方法（Counterpoise method，CP）[125] 常被用于去除 BSSE，其公式和

式 4.3 很相似

µCP = µAB
AB − µAB

A − µAB
B , (4.4)

其中，上标代表了量子化学计算中的原子中心基组，而下标表示了考虑的原子

核．在实际体系计算中，我们也通常包含键函数（mid-bond function，bf）X 以

补充原子中心基组．键函数往往是事先设计的一组中心位于两个单体之间的一

组高斯基．[83] 故，偶极矩可以写为

µCP = µAXB
AB − µAXB

A − µAXB
B . (4.5)

4.3 结果与讨论

使用不同的计算方式，我们计算了 vdW 复合物的偶极矩．与一般的模型体

系，例如 H2O或 CO不同，vdW复合物在两个单体之间没有化学键联系．因此，

在 vdW 复合物中，只有微弱的诱导偶极存在．这对于测试方法是有利的：计

算得到的 vdW 复合物的偶极矩函数对包括计算理论和基组在内的计算方法更

加敏感．我们测试了相关一致性基组和自洽场方法（Self-Consist Field，此处为

Hartree–Fock，HF）以及耦合簇方法（CCSD(T)）．这里，我们定义正方向是由

Ar指向 He，从负电侧指向正电侧．[126] 所有的计算都使用 MOLPRO 2015 [127,128]

进行．注意在最新的研究中，量子化学计算方法往往还涵盖了后 CCSD(T) 和相

对论效应的贡献．而且，内层电子相关也常被考虑．[129,130] 然而，本章的计算对

于阐明基组依赖这个问题是足够的．

通常认为，要将一个性质算精准，大基组是必要的，而且也许是足够的．因

此，我们测试了 aug-cc-pVXZ (aVXZ) (X = Q, 5, 6) 基组 [131,132] 加上键函数．

这里需要指出，6-ζ 的基组是常规的量子化学软件包可以用的最大基组：大多数

量子化学软件包只支持到 i 轨道．[133] 显然，直接使用式 4.2 计算的偶极矩的值

远不能认为收敛（图 4.1(a)）．奇怪的是，在 r ∼ 19 a.u. 处（图中以红色 ℧℧℧ 标

记），即便使用不那么小的基组，例如 aV5Z （绿色线）甚至 aV6Z （蓝色线），

偶极矩曲线在该位置都会有一个明显的“下陷”．为了确认这样的下陷是人为

造成的还是具有物理本源的，我们使用了更大的基组来验证，这里我们使用了

t-aug-cc-pV6Z (taV6Z)．幸运的是，我们发现在 ℧℧℧标记处的“下陷”消失了，这
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说明这个下陷是非物理的．

(a) 无 CP 校正

(b) 经过 CP 校正

图 4.1 在 CCSD(T)/aug-cc-pVXZ+bf (X = Q, 5, 6) 水平上计算得到的偶极矩曲

线．(a) 不做 CP 校正；(b) 做 CP 校正．(b) 中的小图放大了曲线的最小

值区域．详见正文中的讨论．

然而，如果我们使用 CP 校正（式 4.5），情况将完全不同．（图 4.1(b)）所

有的偶极矩曲线收敛非常快，即便使用对于耦合簇方法而言常规的基组，例如

aVQZ，都能很容易获得令人满意的结果，与之形成鲜明对比的是，如果我们

不采用 CP 校正，aVQZ+bf 的偶极矩曲线完全偏离正轨．即便使用一个较小的

基组，例如 aVTZ，偶极矩函数依然定性正确，在最小点 r = 9.0 a.u. 处数值上

也仅仅是高估了 ∼ 20%．然而，如果我们对比 (a)、(b) 两个图的结果，即便是

是使用极大的基组 taV6Z+bf，未经 CP 校正的曲线和经过 CP 校正的结果仍

然有很大的差距：同样是对比最小点处，在 CCSD(T)/taV6Z+bf 水平下，如果

没有 CP 校正，偶极矩的数值会被高估 ∼ 50%．这告诉我们，使用 CP 校正消

除 BSSE 是准确计算偶极矩的关键．我们注意到在关于是否要消除 BSSE 这个
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问题上尚有争论，例如可以见文献 [35] 中的综述．本节的数据解释了为什么在

量子化学波函数理论的框架下通常我们应该消除 BSSE．很明显，随着基组的

增大，使用 CP 校正的曲线相比未修正的曲线收敛得快．从图 4.1(b) 中可以看

出，从 aVQZ+bf 开始的数据点就基本重合了，aV5Z+bf 和 taV6Z+bf 的结果

几乎一样．此外，使用 CP 校正的曲线完全没有 ℧℧℧ 处的非物理行为，即便对于

aVTZ 这样的小基组也是如此．

上面的计算使用了键函数（bf）．我们使用的键函数是一组未收缩的高斯基，

包含 3s3p2d1f1g，指数分别是 s 及 p：0.9, 0.3, 0.1，d：0.6, 0.2，f 和 g：0.3．这

和计算分子间相互作用势的方式是一致的．[134] 在计算偶极矩时，键函数的效用

如何还需要进一步测试．以 CCSD(T) 方法使用 aVXZ (X = Q, 5, 6) 基组获得

的计算结果呈现于图 4.2 中．和计算相互作用势时一样，[83,134] 键函数也有利于

计算偶极矩函数的收敛，这证明使用了键函数的结果更加可靠．并且我们可以

看出，没有键函数的计算总是给出相比 CCSD(T)/taV6Z+bf 结果更大的 µ，也

就是说，相比大基组的结果，He 正电成分更大．从上面的讨论我们可以看出，

经过 CP校正的 CCSD(T)/taV6Z+bf曲线是最为可靠的，我们将其作为参照值．

CCSD(T) / taV6Z+bf
CCSD(T) / aV6Z
CCSD(T) / aV5Z
CCSD(T) / aVQZ

μ 
/ 1

0-6
 a

.u
.

−50

−25

0

25

50

75

100

r / a.u.
5 10 15 20 25

图 4.2 CP 校正的偶极矩函数曲线，以 CCSD(T)/aVXZ (X = Q, 5, 6) 水平计算．

这些曲线收敛不快．

为了搞清楚为什么 aV5Z 的曲线在 ℧℧℧ 处有一个下沉，我们将偶极矩分为

Hartree–Fock （HF）部分和电子相关部分．这里我们采用的分法和能量计算的

分法是一致的，由于偶极矩是能量对外部电场的偏导数（式 4.2），定义的迁移

是容易做到的．

与经过 CP 校正的曲线相比，在未校正的 HF/aV5Z 级别上计算出的偶极
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矩有定性上的错误（图 4.3(a)）．而使用 taV6Z 基组计算得到的两条曲线则基本

一致，尽管定量上问题还很大．在图 4.3(b) 中，不同基组计算的 BSSE 进行了

对比．taV6Z+bf 的 BSSE 在全局范围内都都比 aV5Z+bf 的小得多，并且我们

注意到后者的 BSSE 在偶极矩函数上引入了一个较大的一阶导数项．这意味着

即便我们采用了式 4.1 中的近似，我们依然应该包含 BSSE 校正．

(a)
HF / taV6Z+bf (w/ CP)
HF / taV6Z+bf (w/o CP)
HF / aV5Z+bf (w/ CP)
HF / aV5Z+bf (w/o CP)
HF / aVTZ+bf (w/ CP)

μ 
/ 1

0-6
 a

.u
.

−50
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HF / taV6Z+bf (BSSE)
HF / aV5Z+bf (BSSE)
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图 4.3 在 HF/aV5Z+bf 和 HF/taV6Z+bf 水平上计算的偶极矩曲线．(a) 经过

CP 校正前后对比；(b) 不同基组相对应的 BSSE．

我们也注意到负值的偶极矩（Ar+ ···He–）无法使用 HF 获得．HF 的曲线

是单调的，并且获得的偶极的方向总是 Ar– ···He+．然而，元素周期律告诉我

们，Ar 相比于 He 更容易失电子，因此更“正”，而量子化学计算显示这在长程

确实如此，并且仅能通过电子相关方法获得．在平衡核间距 re = 6.597 a.u. 处，

偶极矩的指向是 Ar– ···He+，这打破了我们一般认知中的元素周期律．因此，异

核惰性原子双体的偶极矩函数的非单调性值得特别注意．此外，我们也注意到

势能曲线和偶极矩函数的“异步性”：偶极矩的最小值和势能的最小值并非发生

在同一核间距处．

由于 BSSE在 HF阶段就产生了，显相关方法（explicitly correlated methods，

R12/F12）也将于事无补．[135] 即便如此，在计算偶极矩函数中测试所谓的“银标
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准”依然是有意义的．[136] 显相关方法帮助电子相关能在更小的基组下达到收敛，

而其中的附加补充基组（complementary auxiliary basis set ，CABS）则会帮助

HF 能量收敛．我们之前的工作已经表明了结合显相关方法和键函数并使用 CP

校正是计算分子间相互作用的有效方法．[90] 这里，我们也发现了这样的计算方

式对于偶极矩的计算同样有效．CCSD(T)/aVTZ+bf 水平下的偶极矩函数在定

量上并不令人满意（图 4.1(b)，橙色线），然而 HF/aVTZ+bf 和 HF/taV6Z+bf

则基本吻合（图 4.3，绿色和红色实线．显相关方法因此应该会奏效．从结果上

说，CCSD(T)-F12/aVTZ+bf 的结果令人满意（图 4.4）．在这个计算中，我们

使用了 Molpro 中的默认设置及补充基组：aVTZ/MP2Fit、cc-pVTZ/JKFit 和

aVTZ/OptRI À 分别作为密度拟合、交换密度拟合以及单元分解（resolution of

identity）基组．事实上，我们可以通过调整显相关方法中的参数，例如 geminal

β、ratio 和/或采用不同的拟设来获得与传统方式大基组结果更相似的结果．

CCSD(T) / taV6Z+bf
CCSD(T)-F12a / aVTZ+bf
CCSD(T)-F12b / aVTZ+bf

μ 
/ 1

0-6
 a

.u
.

−50

−25

0

25

50

75

100

r / a.u.
5 10 15 20 25

−25
−20
−15
−10
−5

0

10 11 12 13 14 15

图 4.4 显相关方法（CP校正后）计算得到的偶极矩函数．CCSD(T)-F12/aVTZ+bf

的曲线（蓝色）几乎与 CCSD(T)/taV6Z+bf 的结果（红色）重合．小图：

放大曲线局部．

À部分补充基组没有发表在期刊上，读者可以在 Basis Set Exchange https://
www.basissetexchange.org/、ccRepo http:// www.grant- hill.group.shef.ac.uk/
ccrepo/ index.html、以及 Psi4 网站 https:// psicode.org/ psi4manual/ master/
basissets_byfamily.html 找到它们．
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4.4 本章小结

在本章中，我们讨论了偶极矩函数的从头算方法，其中我们尤其集中讨论

了基组对这个问题的影响．我们说明了，在进行该类计算时，不仅应该使用大

基组和高级别的电子结构理论，更多的细节应该被注意．BSSE 不仅在光谱精度

的计算中，而且从定性的角度上都十分重要，而它可以通过 CP 校正去除．结

合键函数，我们可以收敛地计算一个体系的偶极矩函数．我们也显示了显相关

方法不仅在构造势能面时有效，在构建偶极矩函数时同样很合适．当然，本章

的工作远非一个对于一类方法的基准测试工作，这样的基准测试往往包含着对

于一个测试集中的多个体系的系统测试．我们希望本章的工作可以作为这样的

方法测试工作的开始，并为这样的工作提供一个切实可行的测试架构．

附录

4.A 稀有气体双原子复合物的振转光谱计算

本章主要介绍了如何使用量子化学方法计算该体系的电偶极矩函数．此附

录则介绍一些相关的理论背景：如何计算稀有气体双原子复合物的振转光谱．

在振转光谱计算中，电子状态不发生激发：我们只需要考虑分子核的运动．

我们容易写出其定态 Schrödinger 方程

− ℏ2

2µ

(
1

r2
∂

∂r
r2
∂ |ψ⟩
∂r

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂ |ψ⟩
∂θ

+
1

r2 sin2 θ

∂2 |ψ⟩
∂ϕ2

)
+ V̂ |ψ⟩ = E |ψ⟩ ,

(4.6)

或者

− ℏ2

2µ

(
1

r2
∂

∂r
r2
∂ |ψ⟩
∂r

)
+

Ĵ2

2µr2
|ψ⟩+ V̂ |ψ⟩ = E|ψ⟩, (4.7)

式中，r、θ、ϕ 是描述该体系的三个球极坐标，µ = m1.m2/(m1 +m2) 是体系的

约化质量，Ĵ2 是角动量平方算符

Ĵ2 = −ℏ2

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
, (4.8)

V̂ 是势能算符，其为 r 的函数，而 − ℏ2
2µ

(
1
r2

∂
∂r
r2 ∂

∂r

)
+ Ĵ2

2µr2
是动能项．|ϕ⟩ 是球极

坐标下体系的整体振转态矢，对应波函数为 ψ(r, θ, ϕ)．
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解这样的方程的第一步是分离变量，即

ψvJM = RvJ(r)Y
M
J (θ, ϕ), (4.9)

其中，Y M
J 是球谐函数，其实数化即为式 3.15，它只和角度部分有关，它是

Ĵ2 的本征函数，对应的本征值为 J(J + 1)．将上式分离变量的波函数带入原

Schrödinger 方程，容易得到

− ℏ2

2µr2
d

dr
r2
dR

dr
+

(
ℏ2J(J + 1)

2µr2
+ V (r)

)
R = ER. (4.10)

注意到转动虽然是动能项，这里却扮演了类似势能的角色．我们定义有效势能

Veff(r) = V (r) +
ℏ2J(J + 1)

2µr2
. (4.11)

进一步地，我们定义 R(r) = r.R(r)，这样上式就可以写为

− ℏ2

2µ

d2S

dr2
+ Veff(r)R = ER. (4.12)

这个式子就是一维振子的定态 Schrödinger 方程．解这样的方程的方法有很多，

例如我们已经在 § 2.4.1.7 一节介绍过的 DVR 方法．通过上面介绍的方法，我

们就可以得到体系的能级，能级差对应的就是光谱峰的位置．

吸收光谱的强度 S 可由下式获得 [33]

Sv′J ′M ′←v′′J ′′M ′′ =
ω(e−E

′′/kBT − e−E
′/kBT )

6ε0ℏcQ(T )
| ⟨ψv′J ′M ′ |µ̂|ψv′′J ′′M ′′⟩|2 . (4.13)

其中，µ̂ 偶极矩函数，是 r 的函数，也就是本章主要讨论的对象；ω 为跃迁圆

频率，ε0 为真空中介电常数，c 为光速，Q 为温度 T 下的配分函数．同时我们

注意到对于不同的 M，能级简并，所以我们标记一个光谱峰只需要 v 和 J 量子

数，其强度为

Sv′J ′←v′′J ′′ =
ω(e−E

′′/kBT − e−E
′/kBT )

6ε0ℏcQ(T )
∑

M ′M ′′

| ⟨ψv′J ′M ′ |µ̂|ψv′′J ′′M ′′⟩|2 . (4.14)
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将式 4.9 带入，可以求出强度．我们重点关注其中的积分

⟨ψv′J ′M ′ |µ̂|ψv′′J ′′M ′′⟩ =
∫∫∫

Y ′∗R′∗µR′′Y ′′r2 sin θ dr dθ dϕ

=

∫∫∫
Y ′∗R′∗µR′′Y ′′ sin θ dr dθ dϕ

=

∫
R′∗(r)µ(r)R′′(r) dr

×
∫∫

Y ′∗(θϕ)eY ′′(θϕ) sin θ dθ dϕ

= ⟨Rv′J ′ |µ|Rv′′J ′′⟩ ×
〈
Y M ′

J ′

∣∣∣e∣∣∣Y M ′′

J ′′

〉
,

(4.15)

其中，µ(r) 即为本章前文所计算曲线，e 为偶极方向单位矢量．进而可以写出

∑
M ′M ′′

| ⟨ψv′J ′M ′ |µ̂|ψv′′J ′′M ′′⟩| = | ⟨Rv′J ′ |µ|Rv′′J ′′⟩ |2 ×
∑

M ′M ′′

∣∣∣ 〈Y M ′

J ′

∣∣∣e∣∣∣Y M ′′

J ′′

〉∣∣∣2 ,
(4.16)

而
∑

M ′M ′′ |
〈
Y M ′

J ′

∣∣e∣∣Y M ′′

J ′′

〉
|2 即为 Hönl–London 系数 S(J ′, J ′′) [137,138]．在我们讨

论的体系中，有

S(J ′, J ′′) =


J ′′, J ′ − J ′′ = −1 （P -支）

J ′, J ′ − J ′′ = 1 （R-支）

0, 其他情况

. (4.17)

至此，我们已经把振转光谱这个三维问题转化为一维数值问题．
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第 5 章 局域量子振动嵌入方法：

量子力学和分子动力学相结合的振动光谱方法框架

5.1 引言

在前两章我们讨论了势能和偶极矩的计算方法，这是从理论上计算化学体

系振动光谱的必要条件．具体如何计算体系的振动光谱则另需要花费一番功夫．

在本章中，我们将介绍一种针对复杂体系中探针分子的振动光谱的计算方法．

真实的化学体系，例如溶液 [139]、生命体 [140]、大气 [141]、燃烧 [142] 体系等，

均可以称作“复杂体系”．复杂体系的原子数多，组成成分复杂，体系中粒子的

运动形式复杂，难以用精确的方法来直接求解．对于小分子À，其完整的动力学

信息可以通过采用量子力学的方法求解其能级或者散射矩阵的方式得到 [144,145]，

也可以通过波包演化的方式去进行含时的量子模拟 [146]．但对于更大的体系，这

样的计算是极为昂贵的，因此在短期内无法用于实际体系的研究中．

具体到复杂体系中的振动光谱这个问题，我们在第二章“理论基础”中已

经介绍了可以采用统计力学的思路，用分子动力学模拟的方法来获得体系的振

动光谱．然而，由于分子的（高频）振动本质上是量子力学的，采用经典动力学

来模拟分子体系的振动光谱当然会出现一些问题．对于一个谐振子、以及采用

了偶极矩的一阶近似的情形，采用经典动力学当然不会有什么太大的问题：例

如在红外光谱中，我们实际上也只能观察到这样的振子的一个吸收峰，即基频

峰．而倍频峰由于光谱选律，本来也看不见；热带（hot band）在谐振子近似下

则和基频完全一致．但对于一个真实的非谐振子，我们原理上可以观察到该体

系的倍频、热带，且这样峰的位置应该不随温度改变．但是在经典力学的模拟

中，非谐振子的位置是会随着温度发生改变的，因为动能的不同，非谐振子的

振动幅度发生改变，以至于其振动周期、频率发生了变化 [54]．总体来说，单纯

地通过经典力学来研究体系的振动光谱并不是恰当的思路（尽管一定程度下可

以勉强接受）．

所幸我们并不总需要整个体系的所有频段的光谱：我们往往关心一个很窄

À这里小分子一般不超过四个原子：最近 [143] 模拟四原子体系量子散射依然是很前沿的研究
方向．
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的频段之间的光谱，或者我们往往关心单一基团的光谱．该类光谱被称为“探针

光谱”．顾名思义，在探针光谱中，我们所关心的那个基团被用作探针（probe），

且被用于作为研究整个体系动力学行为的工具．这种手段在（量子）团簇 [101]、

蛋白质研究 [147]、溶液中的动力学研究 [148] 中屡见不鲜．由于使用经典动力学模

拟体系的慢过程基本可靠，我们希望可以使用分子动力学方法来模拟整个体系，

而仅将探针分子的振动采用量子力学处理．

将经典力学和量子力学结合的想法是从很早就开始的．据我们所知，至少

于 20 世纪 50 年代开始 [149]，人们就开始使用类似的想法去处理能量耗散的问

题．在探针光谱的问题中，探针的部分可以被认为是系统，而其余的部分可以认

为是环境À．这样，系统部分可以采用量子力学处理 [150,151]．对于振动问题，系

统的量子力学处理的结果自然是离散的束缚态和对应能量，而如何获得这些能

态就是我们此处要解决的问题．

要将振动光谱计算准，一方面我们需要考虑有一个可靠的统计力学基础，

另一方面需要有很可靠的势能面和偶极矩面．关于势能面和偶极矩面，前面的

章节已经有所讨论．但对于复杂体系，进行全局的势能面或偶极矩面构造实际

上是不切实际的．又因为采用分子力学力场（无论是传统形式的力场还是近年

来发展的可极化力场）很难达到光谱学的精度要求．因此，我们必须考虑采用

量子化学方法实时（on-the-fly）求解势能乃至偶极矩．相比于分析形式的势能

面和偶极矩面，这样的方式计算成本很高，我们必须在计算成本和计算精度之

间权衡取舍．

本章将依以下方式展开：首先我们将系统和环境分离，然后讨论在分子振

动问题中如何采用这样的思路，接着给出理论计算框架中的关键算法．最后是

结论与展望．

5.2 将系统和环境分离

我们可以将总的 Hamiltonian Ĥ 写为 [152–154]

Ĥ = Ĥs + Ĥb + Ĥsb, (5.1)

À注意，这里严格讲是自由度，见下文．
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三项依次为系统的、热浴（环境）的以及两者之间的耦合项．这样的分离一般基

于前文所所述，将生色分子归于系统，而将其他部分归于热浴．我们注意到和

系统有关的部分 Hamiltonian Ĥs + Ĥsb 对应的 Schrödinger 方程可以先行解出，

令其本征矢和本征值分别为 |i⟩ 和 Ei （i = 0, 1, 2, . . .）．同时注意到 Ĥb 是和系

统无关的，且即将用经典力学表述．这样整体的 Hamiltonian 就可以写为

Ĥ =
∑
i

|i⟩ Ĥii ⟨i| , (5.2)

其中，Ĥii = Ei + Ĥb，并且，近似地，|i⟩ ⊗ |ϕ⟩ 可以认为是整个 Hamiltonian 的

本征态，其中 |ϕ⟩ 用于（形式上）表示热浴部分的状态，并且在下面的推导中隐

去．

我们可以回顾之前已经介绍过的基于统计力学的光谱学理论（§ 2.4.2），即

整个体系（系统 + 环境）的红外光谱强度 [155] 可以写为偶极矩的时间相关函数

（time correlation function，TCF）的 Fourier 变换（式 2.118），即

I(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dt e−iωt ⟨µ(0).µ(t)⟩ .

上面的式子完全是在量子力学的前提下推导的．显然，这里最为核心的物理量

就是偶极矩的时间自相关函数（在光谱学理论中常称为响应函数 [152]）．该函数

可以基于 Hamiltonian 的分解进一步改写．由于我们希望将系统部分采用量子

力学描述，而其他部分采用经典力学，我们尽可能地将系统部分写为量子态，而

其余部分写为算符的形式，而在必要的时候将这些算符直接用经典物理量替代，
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即

⟨µ.µ(t)⟩ =
〈
µ̂.eiĤt/ℏ.µ̂.e−iĤt/ℏ

〉
qm

=

〈[∑
ij

|i⟩µij ⟨j|

]
.

[∑
i

|i⟩⟨i| eiHiit/ℏ

]
.

[∑
ij

|i⟩µij ⟨j|

]

.

[∑
i

|i⟩⟨i| eiHiit/ℏ

]〉
qm

=

〈∑
ijk

|i⟩µij.e
iHjjt/ℏ.µjk.e

−iHkkt/ℏ ⟨k|

〉
qm

=Tr

[
e−βĤ

∑
ijk

|i⟩µij.e
iHjjt/ℏ.µjk.e

−iHkkt/ℏ ⟨k|

]
.

(5.3)

上面的推导中，我们先改写了 µ(t) （通过 Heisenberg 绘景），随即插入多个单

位算符
∑

i |i⟩⟨i| 对量子态展开，µij = ⟨i|µ|j⟩，再利用量子态之间的正交关系消

去了很多求和．量子系综平均也写成了密度矩阵求迹的形式．现在我们注意到

在系综平均时系统的主要布居在其基态 |0⟩，因此上式可以改写为

⟨µ.µ(t)⟩ =

〈∑
i

µ0i.e
iHiit/ℏ.µi0.e

−iH00t/ℏ

〉
b

=

〈∑
i

µ0i.e
iH00t/ℏ.µi0.e

−iH00t/ℏ.ei(Hii−H00)t/ℏ

〉
b

=

〈∑
i

µ0i.e
iH00t/ℏ.µi0.e

−iH00t/ℏ.ei(Ei−E0)t/ℏ

〉
b

=

〈∑
i

µ0i.µi0(t).e
iω0it

〉
b

.

(5.4)

注意到上面的推导对 t→ 0 适用，因为我们没有考虑在环境运动时，所有的 Hii
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均为时间的函数．考虑到这点，我们得到À

⟨µ.µ(t)⟩ =

〈∑
i

µ0i.µi0(t).e
i
∫ t
0
ω0i(τ)dτ

〉
b

. (5.5)

当我们仅关心一个态时，上式变为

⟨µ.µ(t)⟩ =
〈
µ0i.µi0(t).e

(i
∫ t
0
ω0i(τ)dτ)−t/T

〉
b
. (5.6)

上式中，现象学上，我们还添加了一项 T，来涵盖上述推导中引入的近似（包

含经典力学的近似、绝热近似等）带来的激发态的弛豫．[154] 可以看出，如果我

们可以通过分子动力学方法对热浴进行演化，使用量子力学方法获得瞬时跃迁

偶极矩 µ0i(t) 和瞬时跃迁频率 ω0i(t) 这两个瞬时物理量，我们就可以计算出体

系的红外光谱．

5.3 振动光谱中系统和热浴的分离

如果要使用上文中的理论采用经典-量子混合的方法来模拟其红外（振动）

光谱，我们必须将整个复杂体系分为系统和热浴两部分．例如，在稀溶液体系

中，容易想到，可以将溶质划分为系统，而将溶剂划分为热浴；而在蛋白质研究

中，则可以将探针基团（往往采用了同位素标记）划分为系统，而将溶剂划分

为热浴．这样的划分符合人们的直觉，便于理解．然而这样的想法从计算化学

的角度却不切实际．前文已经介绍过，采用量子力学处理小分子的全维振动问

题依然是目前理论与计算化学研究的难点，即便是采用分析势能面（这样势能

求解不会再次动用量子化学），进行一次这样的计算依然会花大量的时间．而我

们这里需要计算瞬时物理量，即分子动力学轨迹的每一个时刻都需要计算这些

À如果严格考虑含时 Hamiltonian，我们需要把时间演化算符写成 Dyson 级数展开 [17]，或称
“正时序指数幂“ [152]，即

Û(t← 0) = exp+

[
−i
∫ t

0

dτĤ(τ)

]
=1 +

∑
n

(−i/ℏ)n
∫ t

0

dτn

∫ τn

0

dτn−1 . . .

∫ τ2

0

dτ1Ĥ(τn)Ĥ(τn−1) . . . Ĥ(τ1).

这样复杂的时间演化算符满足 Û(t ← 0) = Û(t ← t′)Û(t′ ← 0)．如果我们经典地认为随时间变
化的 Hamiltonian 不同时刻之间相互对易，则上式退化至普通的指数形式，也就是正文里给出
的推导．
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物理量，这是很庞大的计算量．因此，我们势必要重新划分系统和热浴．

上述系统和热浴的划分方案是依实体的，我们可以发展依自由度的划分方

案．依照自由度来划分有一些显然的优势．其一，在三维空间中，每一个原子都

具有三个自由度，依照自由度来划分显然更细致；其二，自由度是可以重新组

合的，依照自由度划分因此更加灵活．

如果按照自由度进行划分，我们就需要考虑什么自由度需要使用量子力学

处理．从光谱学的角度来看，我们至少需要将光谱峰所对应的振动自由度纳入

系统．然而，光谱峰是一个光谱学（统计）概念，而自由度实则是一个动态学

（微观）概念．将这两者相互联系并没有唯一的解 [156]．在实践中，如果对于一个

小分子，而该小分子又能被是做一个准刚体，则简谐振动模式（normal mode）

是一个好的选择；而如果分子中有多个结构可能造成分子的内旋转，则使用某

一种局域振动模式（local mode）[157,158] 较为合适．这样的选择必须具体问题具

体分析了．

以使用简谐振动模式为例．简谐振动的基本理论在 § 2.4.1.2 已经有所介

绍，这里不再复述，仅将符号作一重新定义．（这里我们和第二章的标记保持一

致）令 N 原子探针分子的 Cartesian 坐标为 x，使用简谐振动坐标 Q 来表示

Cartesian 坐标，有

x̃ =x̃e +
∑
i

Q̃iξ̃i

=x̃e +
∑
i ̸=s

Q̃iξ̃i + Q̃sξ̃s.
(5.7)

其中，xe 是分子的平衡构型，ξi 是以 Cartesian 坐标表示的简谐振动模式矢量，

波浪线（˜）表示质量权重．我们这里特别把 ξs 拿出来，因为这一个自由度我

们计划使用量子力学描述．上面的描述是纯粹振动的，即，我们没有涵盖分子

可能发生的平动和转动，对 i 求和也只局限与 3N − 6（对于线形分子 3N − 5，

下略）个振动坐标．正如在 § 2.4.1.2 中介绍过的，分子的转动并不适合采用简

谐振动模式来描述：大幅度的转动对应的是一个非直线的坐标．由于转动的存

在，上述的振动坐标到 Cartesian 坐标的转换也必须显式地考虑转动．实际上，

矢量 ξi 是和分子的平衡位置的 Cartesian 坐标 xe 直接关联起来的．因此，完整

94



第 5章 局域量子振动嵌入方法：量子力学和分子动力学相结合的振动光谱方法框架

的（包含平动和转动的）Cartesian 坐标和简谐振动坐标之间的转换可以写为

x̃ =t̃+U

(
x̃e +

∑
i ̸=s

Q̃iξ̃i + Q̃sξ̃s

)
. (5.8)

上式中，t 是平动矢量，U 是转动矩阵．除探针分子分子以外的部分，则不需要

显式的考虑其振动．这里也需要在做一个数学符号上的说明：x 是一个 3N 维

的矢量，它的另一个形式 X 可以写作一个 3×N 的矩阵，即
x1 x2 · · · xN

y1 y2 · · · yN

z1 z2 · · · zN


为了简洁，我们也不再显式地在这两者之间进行转换．t 是一个 3N 维的矢量，

将质心运动矢量 tCM 其重复 N 次，可以构造出适用于 N 原子分子的平动矢量

t．Uframe 是 3× 3 维的矩阵，可以构造 N 块对角矩阵适用于 N 原子分子的转

动矩阵 U，或直接将其作用于 X．注意 t 会区分有无质量权重的版本，但 U 是

否有质量权重都是一样的．

在这样的坐标下，我们可以将上一节中的“系统-环境”Hamiltonian 写出：

Ĥs =−
ℏ2∂2

2∂Q̃2
s
+ V (Qs;Qi ̸=s = 0, t,U;xenv →∞), (5.9a)

Ĥb =
∑
i ̸=s

−ℏ2∂2

2∂Q̃2
i

+ T̂trans + T̂rot + T̂env(xenv,penv)

+ V (Qs = 0; Q̃i ̸=s, t,U;xenv),

(5.9b)

Ĥsb =V (Qs; Q̃i ̸=s, t,U;xenv)

− V (Qs;Qi ̸=s = 0, t,U;xenv →∞)

− V (Qs = 0; Q̃i ̸=s, t,U;xenv),

(5.9c)

其中 T̂trans 和 T̂rot 分别是探针分子的平动和转动动能，V (Qs; Q̃i ̸=s, t,U;xenv) 是

整体的势能函数，也可以在 Cartesian 坐标下记作 V (x;xenv)．注意到上面的式

子中已经省去了振动-转动耦合（我们已经在 § 2.4.1.6 说明这是一个合理的近

似）．xenv → ∞ 的意涵是其他环境分子趋近于无穷远，即对应孤立探针分子的

坐标．
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很显然，这样的系统 – 环境划分是武断的： 我们使用简谐振动坐标作为

分子的振动坐标本身是一种近似，或者说是一种理论上的选择．在我们进一步

做近似之前，这样的划分除忽略振转耦合外并没有引入其他的误差．然而，一

旦我们将系统进行经典力学处理，而将 Ĥs 认定为代表当前研究之光谱峰的代

表，我们必须考量这样的“代表”是否在原理上合理．如果我们精确地考虑孤

立的探针分子（或基团）的振动，其振动态几乎总会涉及到同一个对称性下的

所有简谐振动模式（态）．因此，使用一个简谐振动模式来代表多维的振动引

入了误差．我们不妨回溯到按照实体进行系统 – 热浴划分的模式来分析误差

的来源．可以看出，误差的来源有两部分：其一，使用单一简谐振动模式计算

孤立的生色分子的跃迁频率本身会引入误差；其二，使用单一简谐振动模式计

算生色分子对于外部环境的响应会有误差．即，我们容易将 ω0i 划分为两部分：

ω0i(t) = ω0
0i + δω0i(t)，前者对应孤立分子的跃迁频率，后者对应生色分子对于

外部环境的响应，即瞬时频率位移．前者的误差很容易消除．我们可以通过采

取实验值来完全消除这部分的误差．而后者的误差则仍需进一步研究，但经验

支持采用简谐振动模式、局域振动模式等方式来表示低振动激发À．在这样的思

路下，完整的光谱强度公式可以写为

I(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dt e−iωt
〈
µ0i.µi0(t).e

(i
∫ t
0
ω0i(τ)dτ)−t/T

〉
b

=
1

2π

∫ ∞
−∞

dt e−i(ω
0
0i+(ω−ω0

0i))t
〈
µ0i.µi0(t).e

(i
∫ t
0
(ω0

0i+δω0i(τ))dτ)−t/T
〉

b

=
1

2π

∫ ∞
−∞

dt e−i(ω−ω
0
0i)t
〈
µ0i.µi0(t).e

(i
∫ t
0
δω0i(τ)dτ)−t/T

〉
b
.

(5.10)

上式实际上相当于在相互作用绘景下进行描述．相比直接采用频率进行 Fourier

变化，这样的方式可以减少采样的次数．上述对 ω0
0i 的修正应直接对频率做出，

即在瞬时 Hamiltonian 矩阵对角化或微扰理论计算执行后，加上实验值与孤立

分子一维模型的理论值之差．

这样，我们就可以按照以上推导，使用经典分子动力学方法演化热浴部分，

即 t、U、Qi （i ̸= s）以及其他分子的坐标 xenv．然而，这样做会带来额外的

麻烦：这样形式的坐标需要重新构建分子动力学的程序．我们倾向于直接在

Cartesian 坐标下进行动力学演化，这样就可以使用既有的分子动力学程序，尤

À可能需要考虑构建其他的坐标来构建一个降维的有效状态函数，例如反应路径坐标、冗余
内坐标等更“自然”的表述．本文不就该问题展开讨论．
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其是充分利用已有的加速算法（无论是在物理上采取了合理近似还是计算技术

上的程序优化）．

5.4 局域量子振动嵌入框架

5.4.1 单一振子

基于上述讨论，我们的计算方案是直接在 Cartesian 下进行动力学演化，然

后利用一定的方法将量子力学的部分嵌入进去．所谓的“嵌入”，就是说我们会

将一个已有的量子力学概念（经过一定的变换）替换动力学轨迹中的一部分，而

其余部分保持不变．我们将这样的方法称作局域量子振动嵌入（Local Quantum

Vibration Embedding，LQVE）框架．在该框架下，主要有两个问题需要解决：

一是嵌入什么，二是如何嵌入．

对于一个不含时的量子力学问题，只要我们完成（1）算子（2）态矢这

两部分的嵌入，就相当于完成了量子力学部分的嵌入．由于 TISE 主要需要

Hamiltonian，Hamiltonian 是坐标及其共轭动量的函数，所以本质上只要做好

坐标变换即可．态矢则可以展开为基的线性组合，而基会在坐标表象下表示，该

问题也转换为坐标变换．因此只要找到振动坐标和 Cartesian 坐标之间的转换关

系，第二个问题实际上也就得到了解决．

通过前面的讨论，当然我们的目的是将探针分子的振动模式 ξs 嵌入进去，

将 Hamiltonian 和基嵌入后，就可以通过解一系列的瞬时定态 Schrödinger 方程

（TISE）获得瞬时物理量 µ0i(t) 和 ω0i(t)．解 TISE 的方法有很多，例如变分法、

微扰法、WKB 法、Monte Carlo 法，而原则上所有的方法都可以用于现在的情

景．但考虑到计算成本，我们重点考虑基于离散变量表象（DVR）的方法（见

§ 2.4.1.7 及后续小节）．由于我们希望求解分子的势能尽可能准确，势能部分

会采取（计算成本较高的）量子化学方法实时计算，即势能计算是整个计算过

程中的瓶颈．DVR 方法的特点是将态表示为一组格点上的局域基的线性组合．

在 DVR 下，势能（或其他坐标的函数）矩阵可以近似认为是对角的．这符合

LQVE 框架的需求：TISE 需要求解多次，而每次求解都需要使用量子化学方法

获得势能．特别地，我们需要重点关注势能优化的 DVR （PODVR）方法（见

§ 2.4.1.10）．一般的 DVR 方法实际上总和一种数值积分方案等价（§ 2.4.1.8 及

后续小节），而 PODVR 可以做到针对被研究的分子“定制”，因而可以进一步
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减少所需格点的数目．具体而言，在探针光谱的问题中，我们总可以将 Ĥs 作为

Ĥ0（见式 2.91），即孤立探针分子所对应的 Hamiltonian．我们可以将 Ĥsb 对应

到 PODVR 中的 V̂，从而在每一步的 TISE 求解时可以仅计算少数 PODVR 格

点上的势能获得准确的瞬时物理量．基于 PODVR 的方法在进行基的变换时完

全等价于坐标变换，这进一步简化了我们的逻辑．

基于 PODVR 我们可以有两条思路获得瞬时物理量．其一是基于微扰的方

法，其二是基于对角化的方法．基于微扰的方法就是认为 Hs 对应的本征态是参

考态，而由于 Hsb 的扰动发生了瞬时的能级位移，且这样的位移相较 Hs 较小，

可以用微扰理论（例如 Rayleigh–Schrödinger 微扰理论，RSPT [17]）来处理．值

得注意的是，这种方法和一般分析化学教科书中理解溶剂效应的思路是一致的，

因此能够提供很好的物理图像．而基于对角化的方法则在计算精度上和程序实

现上超越了微扰的方法：对角化实现了所有状态下的全部耦合，也不必特别考

虑简并态的问题．是给定的 NPO 个 PODVR 格点下（也就是对应的 NPO 个最

低能级对应的能量 Hilbert 空间，但注意到势能矩阵采对角化近似）的精确解．

尽管从人力的角度，一阶一阶使用微扰理论是个好主意，但微扰理论一旦提高

到一定的的阶数，其公式就会变得很复杂，且从物理图像的角度也丧失了清晰

的优势；而使用对角化的方案可以直接调用通用的线性代数库，直接获得准确

的结果À．

我们以简谐振动坐标为例给出坐标变换的方案．从简谐振动坐标到

Cartesian 坐标已由式 5.7 给出．而从 Cartesian 坐标到简谐振动坐标的方案则

不那么简单．由于平动和转动（主要是转动）的干扰，式 5.7 的逆运算必须要

求出 t 和 U．其中，平动矢量 t 的求解相对容易．不失一般性地，我们令平衡

构型的 Cartesian 坐标 xe 的质心处于原点 0．这样 t 就可以简单地通过计算 x

质心的位置得到．我们将 t 从 x 中移除，接着求 U．我们回顾前文中讨论振动

和转动分离时的 Eckart 条件（式 2.52，使 BF 坐标下的分子不相对坐标系有平

动和转动）．可以证明，Eckart 条件与最小化质量权重坐标下 xe 和 x 的均方

根差（root mean square difference，RMSD）等价 [160,161]．因此，我们可以利用

RMSD 最小化方法来进行最大重叠，其中最为常用的就是 Kabsch 算法 [162,163]．

接着，利用简谐振动模式之间的正交归一关系（ξ̃i.ξ̃j = δij）利用投影方法得到

各个 Q̃i 分量．上述坐标转换是通用的．

À实际上有迭代式的对角化方法 [159] 可以使用，这进一步提高了该方法的普适性．
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综上所述，完整的 LQVE 分子嵌入算法如下（图 5.1）．

1. 优化探针分子几何构型，不失一般性地，将该坐标的质心置于原点，且转

动至转动惯量主轴坐标系，获得 xe．基于该构型计算简谐振动模式 ξi．

2. 选定简谐振动模式 ξs 作为待研究对象，构建其 PODVR 格点 Qs,i (i =

1, . . . , NPO)．

3. 从分子动力学轨迹中分离出探针分子的 Cartesian 坐标 x，该坐标随时间

变化．

4. 对轨迹中的每一步 x，消除其平动

x← x− t, (5.11)

其中，

tCM =

∑
amaxa∑
ama

, (5.12)

ma 和 xa 分别是第 a 个原子的质量和 Cartesian 坐标．

5. 消除 x 相对 xe 的转动

x← UT.x, (5.13)

使用 Kabsch 算法获得 U，步骤如下

(a) 计算协变矩阵 C

C = X̃e.X̃
T
. (5.14)

(b) 对 C 进行奇异值分解（SVD）

C = W.Σ.VT. (5.15)

(c) 确定处于右手系

d = sign
(
det
(
V.WT

))
. (5.16)

(d) 求出转动矩阵 U

Uframe = V.
(

1 0 0
0 1 0
0 0 d

)
.WT. (5.17)

6. 将 x 重合于 xe

x← UT.x. (5.18)
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7. 用投影方法令 Qs = 0

x̃← x̃−
(
ξ̃Ts .(x̃− x̃e)

)
ξ̃s. (5.19)

8. 将 PODVR 格点加入上述矢量，这样轨迹中的一个时刻的几何构型就变为

NPO 个副本，其中第 i 个副本为

x̃i ← x̃+Qs,iξ̃s. (5.20)

9. 依次进行转动和平动的逆变换

xi ← U.xi, (5.21)

xi ← xi + t. (5.22)

10. 在 PODVR 下构造瞬时 Hamiltonian 矩阵，其中 Ĥ0 对应矩阵不变，V̂ 为

一对角矩阵，其对角元为

Vii = V (xi;xenv)− V (Q̃s,i;Qi ̸=s = 0, t,U;xenv →∞). (5.23)

注意到 V (Qs = 0; Q̃i ̸=s, t,U;xenv) 一项对于本方程的而言为一常数，故而

略去．

11. 计算瞬时物理量．

这一算法对于局域振动模式（以局部 Hessian 方法 [157,158] 获得）同样适用，

因质量权重的局域振动坐标同样有正交性．

5.4.2 多维振子的情形

上面的算法着重于一维振子的情况．然而，部分振动问题是非多维而所不

能解决的，例如 Fermi 共振问题．此时，我们的系统必须包含多个维度．例如，

在 Fermi 共振中 [156]，至少有两个维度需要使用量子力学考虑，分别对应简谐振

动模式中的 ξs1 和 ξs2．在这种情况下，二维振子所用的基可以写为一维振子的

直积．若两个维度的指标分别为 i1 = 1, 2, . . . , N1 和 i2 = 1, 2, . . . , N2，则二维的
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平动

平动’

转动

Kabsch 算法

投影

振动

转动’

图 5.1 LQVE 中的嵌入算法．

指标可写为

i2 −→

i
1 −→

(1, 1) (1, 2) · · · (1, N2)

(2, 1) (2, 2) · · · (2, N2)
...

...
. . .

...

(N1, 1) (N1, 2) · · · (N1, N2)

(5.24)

我们可以给这些基函数统一的指标 i = 1, 2, . . . , N1N2，这样，二维振子基可以

写为 |ϕi⟩ = |ϕs1,i1⟩ ⊗ |ϕs2,i2⟩．在 DVR 下，这也就是坐标格点的组合方案．

此时，系统 – 热浴 Hamiltonian 可以写为

Ĥs =−
ℏ2∂2

2∂Q̃2
s1

− ℏ2∂2

2∂Q̃2
s2

+ V (Qs1 , Qs2 = 0;Qi ̸=s1,i ̸=s2 = 0, t,U;xenv →∞)

+ V (Qs1 = 0, Qs2 ;Qi ̸=s1,i ̸=s2 = 0, t,U;xenv →∞),

(5.25a)
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Ĥb =
∑

i ̸=s1,i ̸=s2

−ℏ2∂2

2∂Q̃2
i

+ T̂trans + T̂rot + T̂env(xenv,penv)

+ V (Qs1 = 0, Qs2 = 0; Q̃i ̸=s1,i ̸=s2 , t,U;xenv),

(5.25b)

Ĥsb =V (Qs1 , Qs2 ; Q̃i ̸=s1,i ̸=s2 , t,U;xenv)

− V (Qs1 , Qs2 = 0;Qi ̸=s1,i ̸=s2 = 0, t,U;xenv →∞)

− V (Qs1 = 0, Qs2 ;Qi ̸=s1,i ̸=s2 = 0, t,U;xenv →∞)

− V (Qs1 = 0, Qs2 = 0; Q̃i ̸=s1,i ̸=s2 , t,U;xenv),

(5.25c)

容易看出，上一小节的嵌入算法的整体框架是不变化的，只有式 5.19、5.20 和

5.23 需要分别调整为

x̃← x̃−
(
ξ̃Ts1 .(x̃− x̃e)

)
ξ̃s1 −

(
ξ̃Ts2 .(x̃− x̃e)

)
ξ̃s2 . (5.26)

x̃i ← x̃+Qs1,iξ̃s1 +Qs2,iξ̃s2. (5.27)

以及

Vii =V (xi;xenv)

− V (Q̃s1,i, Q̃s2 = 0;Qi ̸=s = 0, t,U;xenv →∞)

− V (Q̃s1 = 0, Q̃s2,i;Qi ̸=s = 0, t,U;xenv →∞).

(5.28)

一般地，如果我们需要使用量子力学考虑的简谐振动模式的编号构成集合

S，上三式可写为

x̃← x̃−
∑
s∈S

(
ξ̃Ts .(x̃− x̃e)

)
ξ̃s, (5.29)

x̃i ← x̃+
∑
s∈S

Qs,iξ̃s. (5.30)

以及

Vii =V (xi;xenv)

−
∑
s∈S

V (Q̃s,i, Q̃
s/∈
S

= 0;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞).
(5.31)
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上式中 Q̃s/∈
S
的角标代表 S 中所有维度构成的矢量，但不包含 s（与式 2.107 保

持一致）．

我们回顾第 96 页的讨论．之前提到，采取一维坐标来表示高维振动问题会

引入误差，且这种误差可以通过引入实验测量值消除其中的大部分．在高维问

题中，孤立分子的振动频率实际上是由孤立分子的多维 Schrödinger 方程给出

的，这其中已经包含了不同自由度之间的耦合，即式 5.31 可以写为

Vii =V (xi;xenv)

− V (Q̃S,i;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞)

+ V (Q̃S,i;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞)

−
∑
s∈S

V (Q̃s,i, Q̃
s/∈
S

= 0;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞).

(5.32)

注意到不同振动模式之间（非含时的）耦合为上式后两行．因此在引入实验值

修正误差时，要同时替换包含耦合项在内的孤立分子振动频率．这样的理论在

微扰理论的框架下是显而易见的：孤立分子的 Hamiltonian 为（若我们依然冻

结那些不属于 S 的振动）

Ĥiso = T̂ + V (Q̃S;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞), (5.33)

则实验上测量到的孤立分子的光谱对应的是 Ĥiso 的能级间跃迁．在此基础上，

环境会对该分子的能级构成微扰．然而，在我们的理论中，Ĥs 仅包含了各个振

动模式一维势能的总和À，因此需要特别留意这两种绘景之间的差别．

5.4.3 多构象的情形

在实际的体系中，我们很可能遇到多构象的情形．例如，较长链的分子会

围绕其中的单键进行内旋转 [164]，这在经典动力学中对应不同的构象．构象变换

在理论化学研究中是一个常见的难点：一方面，构象之间的转换往往需要较长

的时间，构象间较高的势垒导致不同构象之间的转换难以使用分子动力学手段

模拟；而另一方面，实验所能测量的分子性质往往是多个构象的统计平均结果．

当然，实际情况中有些构象是所谓的优势构象，有的构象和其他构象之间的势

À因为我们直接采用了 DVR 的观点．
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垒极高，因此即便是在现实世界中某些构象都可以存在较长时间（实际上是介

稳态）．但更为常见的情况是多个构象同时存在且动态转化．另一方面，这些构

象又分别有相对的稳定性，因此各自有相对独立的（量子）振动动力学．

考虑到这种情况，我们可以对全空间进行构象搜索 [165]，而对各个构象分

别进行 LQVE 计算．不同构象的轨迹之间是平行关系：我们只需要在系综平

均时简单地将这些轨迹的结果加总起来即可．值得注意的是构象之间的参考

Hamiltonian Ĥs 是不同的．这时，不同的构象对应不同的局域振动模式，因此

可以构建不同的参考 Hamiltonian，即不同的 xe．

5.4.4 与量子化学的结合

如前文所述，为了获得可以与实验相对照的光谱，我们需要采用量子化学

的方法来提供势能．上面的讨论都是基于势能准确的假定展开的．这为我们获

得一个物理图景清晰、计算结果可靠、误差来源可追溯的光谱计算框架奠定了

动力学基础．

现实中的量子化学势能总是有误差．在 LQVE 框架下，我们注意到 Ĥs 是

不含时的，因此我们总能将这其中的势能采用尽可能精确的量子化学方法（对

于一般的闭壳层分子，我们发现显相关耦合簇方法能够提供可靠的结果），而在

计算 Ĥsb 时，由于显含时间，必须计算多次，因此不得不采用计算成本相对低

的量子化学方法（例如密度泛函方法或者半经验方法）．假定我们采用某 A 量

子化学方法计算 Ĥs 中的势能，而采取某 B 量子化学方法计算 Ĥsb，式 5.32 就

可以写作

Vii =V
B(xi;xenv)

− V B(Q̃S,i;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞)

+ V A(Q̃S,i;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞)

−
∑
s∈S

V A(Q̃s,i, Q̃
s/∈
S

= 0;Qi/∈S = 0, t,U;xenv →∞).

(5.34)

在这里，由于分子内的耦合也是不含时的，因此可以使用高精度量子化学方法

计算一次．在上式中，后三行的结果都只需要计算一次，只有 V B(xi;xenv) 是

随分子动力学模拟轨迹改变的．

再次回顾第 96 页的讨论．之前提到，采取一维坐标来表示高维振动问题会
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引入误差．同样，任何量子化学方法计算得到的势能函数同样会引入误差．但

是这样的误差同样可以通过引入实验观察值消除．方法和上面一致，这里不再

赘述．

5.5 本章小结

本章中（近乎）完整地给出了 LQVE 光谱计算框架，相关计算软件仍处

于内测阶段，可通过与作者或导师联系获取．LQVE 的前身，量子振动微扰

（Quantum Vibration Perturbation，QVP）[166–169] 在 LQVE框架下为使用 RSPT

的 LQVE，或者记为 RSPT@LQVE．在之前的工作中，文献 [166] 首先尝试了

实时计算瞬时频率位移；文献 [167] 开始尝试多原子探针分子；文献 [169] 首次

给出了完整的多原子探针分子嵌入方案，并指明了分子内微扰的贡献．本章的

理论发展，即 LQVE，相比 QVP，在多个方面有理论思想上的突破：

1. LQVE 在逻辑推导上打破了按实体区分系统和环境的窠臼，而是直接采用

了按自由度区分系统和环境的方法；

2. LQVE 框架下明确地将分子内微扰计入了环境，而这部分曾经被认为是噪

声 [167];

3. LQVE突破了之前的微扰图像，而是直接将基函数（即 DVR格点）和算符

嵌入了轨迹，这相当于将一个完整的 Schrödinger方程求解器（eigensolver）

嵌入了轨迹，最终目标是将量子化学计算得到的势能物尽其用；

4. LQVE 首次从理论上考虑了多维振子问题和多构象问题．

尽管有这些突破，但我们还是要检讨上面的理论．容易发现还有一些理论

问题需要进一步讨论：其一是 T 的来源．在文献 [169] 及 [150,154,170] 中，该

项被认为是由于微扰 ⟨i|Ĥsb|j⟩ 导致的能量弛豫．然而在本文的框架中，我们没

有给这项留下空间——相反，这项的贡献已经涵盖在瞬时物理量中了．其二是

采用降维的振动坐标表示真实振动是否有最佳方案．尽管使用简谐振动来表示

真实的振动行之有效，从理论的角度是否存在一个更完备的方案来表达包含耦

合的高维振动问题依然是一个值得关注的问题．其三，本章主要讨论了红外光

谱的情况．很显然，其他种类的光谱可以很容易地采用 LQVE 框架计算，例如

Raman 谱需要将偶极矩换成极化率．最后，LQVE 框架和量子化学进行结合并

非一个简单的任务，从目前电子结构理论的发展来看，短期内还很难找到一个

计算成本低廉、计算精度足够的计算方法．尽管 LQVE 在动力学角度提供了计
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算思路，在实际操作中仍有许多具体的测试、验证工作需要进一步努力．
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第 6 章 PENG:

稀薄二元气体混合物的输运性质计算程序À

6.1 引言

输运性质（热导率、热扩散、扩散率以及粘度）是气体混合物的重要热物

理性质．[171] 和很多其他的动力学现象一样，这些性质直接和相互作用（即分子

间势能函数）有关．

过去，完全从第一性原理出发计算高精度的热物理性质并不现实．然而，如

今的计算量子化学已经可以在相对较短的时间里提供非常精确的势能．很大的

计算机内存、高速的处理器以及并行编程已经将很多不可能转变为可能．

除了自底向上的研究范式（在计算科学家中很流行这种范式），我们也应该

注意到无论理论多么准确，使用实验数据来校准理论结果（甚至直接获取一些

只有理论才能得到的数据）总是有重要的意义．实际上，直接从实验获取模型

参数有很长的历史．例如，我们可以直接拟合光谱数据和维里系数来获取势能

曲线，包括那些看起来很复杂的“现代”势能模型也可以如此获取，这样可以

灵活、准确的表示实际体系的势能曲线．[94] Le Roy 等人在文献 [172] 中擘画了将

输运性质用于势能模型的拟合的蓝图，并且他们手动调整了他们的 MLR 势能

模型中的参数，从而得到从全局角度对这些性质描述更好的势能函数．

显然，这样的研究中必要的一步就是构建一个从势能曲线到输运性质的软

件．目前，已经有一些这样的软件了 [173–176]，但其中的大多数都有着或多或少

的问题：

1. 这些程序是以旧式风格编写的，例如，过时的语言/语法，“只有主程序”

的设计使得这些程序难以嵌入其他程序，以及充斥着“GOTO”的逻辑跳

转．同时，由于全局变量的滥用，我们难以复用这些代码．例如，我们必

须复制三次代码并和不同的势能曲线一起编译，并构建三个不同的动态链

接库，才能防止全局变量间的冲突．

2. 有限的精度被硬编码入程序，例如，只用了很少的积分格点，或者只实现
À本章所述软件 PENG 及其后续更新可以在作者的 GitHub 网页 https://github.com/z

haiyusci/peng 及 Gitee 网页 https://gitee.com/zhaiyusci/peng 获取．
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了低阶的解．这里我们说的“硬编码”并不是指有一个可以在编译期调整

的参数，而是由于所有的数组都不能按照高精度的要求动态分配大小．

3. 软件包不可扩展．例如其中的积分，只有单一算法被实现，而且所有步骤

都相互耦合，也没有提供接口可以调用外部程序．

4. 部分程序缺乏维护，已经不能在现代的 GNU/Linux 操作系统上顺利编译．

当然，这些旧程序的缺憾是由历史原因造成的：在没有高性能计算机的前提

下，可维护性必须为性能让步．面向对象编程（Object Oriented Programming，

OOP），1972年由 Smalltalk语言引入，1983年的 C++语言、1984年的 Objective-

C 语言、1995 年的 Java 语言等较流行语言中包含了这一范式．在计算物理化

学领域 OOP 并不流行．Fortran 依然是高性能计算领域最流行的编程语言之一，

在 Fortran 90中引入了 OOP．不幸的是，Fortran 90及其继任者并不如 Fortran

77 一样流行．更糟糕的是，当年的程序每一个字母都需要在打孔卡中打入，并

且一行代码只能有有限的字符，这使得当时的科学家只能在程序中使用过于简

短的的变量名，这进一步提升了我们现在维护这些程序的难度．

在本章中，我们构建一个对终端用户和开发者都友好的从势能曲线到稀薄

气体输运性质的软件 PENG（Platform of ENergetic Gases）（中文简称为“碰”）．

我们使用一种“现代”的方式来构建这个程序：程序使用 C++ 语言编写（遵循

C++17 标准），并且整个程序都由 OOP 范式架构．尽管我们已经提供了从势

能曲线到输运性质的整条工具链，所有的算法都是高度解耦的，因此有一定编

程经验的用户（开发者）可以轻易地实现他们自己的算法来替换我们程序中的

响应组件．因此，我们的程序可以作为对比不同算法的平台．我们也将用户界

面和计算功能部分解耦，如此 PENG 可以很方便地嵌入其他程序．

6.2 理论

稀薄气体的宏观性质可由统计力学理解，其中相空间分布函数占据了中心

地位．对于一个 N 原子问题，分布函数是一个 6N +1 维的函数．其中 3N 维是

坐标，3N 维是动量，1维是时间．对于稀薄气体我们可以取单体近似，即整体的

分布函数可以写为所有单体分布函数的乘积．所谓的单体分布函数，即 µ-相空

间中第 i 种物种的分布函数，它是 Cartesian 坐标 ri、速度 ci 和时间 t 的函数．

我们从 Boltzmann 方程开始我们对于输运性质的探索．Boltzmann 方程描
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述了 fi 的动力学
[16,177,178]

D0f0 + J0 (f0f) + J01 (f0f1) = 0

D1f1 + J1 (f1f) + J10 (f1f0) = 0

, (6.1)

其中 Di 表示流微分算符

Di =
∂

∂t
+ ci.

∂

∂ri
+ Fi.

∂

∂ci
, (6.2)

这里 Fi 是外力，一般是坐标的函数．J 描述了气体分子之间的“相遇”：其中

J0 和 J1 涵盖同种分子间的相遇，J01 和 J10 描述异种分子间的相遇．例如，J0

和 J01 就分别定义为

J0(f0f) ≡
∫∫∫

(f0f − f ′0f ′)gb db dϵ dc ,

J01(f0f1) ≡
∫∫∫

(f0f1 − f ′0f ′1)gb db dϵ dc1 ,
(6.3)

而 J1 和 J10 可依样定义．在 J 的定义中，g 是相遇前相对速度的值，b 是相遇

的“碰撞参数”，ϵ 是碰撞平面的方位角．一个撇号（′）表示函数是指碰撞后速

度的函数，而没有撇号的则是碰撞前速度的函数．J 和分子间相互作用函数有

关：微观上，碰撞前后的速度都可以理解为初速度，但分别对应着正向和反向

的碰撞：两者的动态学是相同的，只是时间相反，而它们的动态学当然和分子

间势能曲线有关．

Boltzmann 方程是一个非线性积微分方程：其中，Di 是微分部分，而 Ji

以及 Jij (j = 1 − i) 是积分部分．解这样的方程并不轻松．然而，Hilbert [179]、

Chapman [178] 和 Enskog [180] 说明了我们可以使用一种类似于微扰理论的方法来

获得解的近似，在这样的理论中，Ji 和 Jij 可以被作为微扰项处理．如此，fi、

Di 和 Ji + Jij 可以展开为

fi = f
(0)
i + f

(1)
i + f

(2)
i + . . . , (6.4)

Difi = D
(0)
i +D

(1)
i +D

(2)
i + . . . , (6.5)
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而 D
(r)
i 定义为

D
(r)
i =

∂r−1f
(0)
i

∂t
+
∂r−2f

(1)
i

∂t
+ . . .+

∂0f
(r−1)
i

∂t
+

(
ci.

∂

∂r
+ Fi.

∂

∂ci

)
f
(r−1)
i , (6.6)

而

Ji(fif) + Jij(fifj) = J
(0)
i + J

(1)
i + J

(2)
i + . . . , (6.7)

其中

J
(r)
i =Ji(f

(0)
i f (r)) + Ji(f

(1)
i f (r−1)) + . . .+ Ji(f

(r)
i f (0))

+ Jij(f
(0)
i f

(r)
j ) + Jij(f

(1)
i f

(r−1)
j ) + . . .+ Jij(f

(r)
i f

(0)
j ).

(6.8)

这些项满足

D
(r)
1 + J

(r)
1 = 0, r = 0, 1, 2, . . . , (6.9)

我们也需要定义算符 ∂r/∂t，其定义在 § 6.B.1 给出．总结一下，D
(r)
1 只和 f

(0)
1 ,

f
(1)
1 , . . . , f (r−1)

1 有关，而包含 f
(r)
1 的唯一一项是 J

(r)
1 ．因此，Boltzmann 方程可

以从一个初始的 f
(0)
1 出发逐步求解．

fi 的 0 阶近似 f
(0)
i 对应 J

(0)
i = 0，这也就对应这均匀稳定的气体，其分布

函数即 Maxwellian 速度分布函数（§ 2.5.3，式 2.171）

f
(0)
i = ni

(
mi

2πkBT

)3/2

exp
{
−mi(ci − c)2/2kBT

}
,

其中 kB 是 Boltzmann 常数，T 为温度，p 为静水压，mi 是第 i 种原子的质量，

c 是气体的质量平均速度À，ni 是物种 i 的数密度．

在一阶微扰近似下，f
(1)
i 可以被写作

f
(1)
i = f

(0)
i Φ

(1)
i . (6.10)

À这里我们说质量平均和前面的振动理论的质量权重是不同的概念．这里实际上是对所有原
子的动量作了平均，因此这里的权重是质量 mi 本身，而不是（振动理论中的）其平方根．
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因此，

D
(1)
i =− J (1)

i

=− Ji(f (0)
i f (0)Φ(1))− Ji(f (0)

i Φ
(1)
i f (0))

− Jij(f (0)
i f

(0)
j Φ

(1)
j )− Jij(f (0)

i Φ
(1)
i f

(0)
j )

=− n2
i Ii

(
Φ

(1)
i

)
− ninjIij

(
Φ

(1)
i + Φ

(1)
j

)
,

(6.11)

其中 Ii 和 Iij 是预先定义的积分，且对其参数是线性关系，其具体定义在 § 6.B.2

中给出．D
(1)
i 写作

D
(1)
i = f

(0)
i

{
(C2

i −
5

2
)Ci.

∂ lnT

∂r
+ x−1i dij.Ci + 2

0

CiCi :
∂c

∂r
,

}
, (6.12)

其中 Ci ≡ ci − c 是气体分子的本动速度，Ci ≡ (mi/2kBT )
1/2Ci 是无量纲的本

动速度，xi ≡ ni/(ni + nj) 是 i 物种的摩尔分数，而

dij = −dji ≡ xi
∂

∂r
ln pi −

ρiρj
ρp

(Fi − Fj)−
ρi
ρp

∂p

∂r
. (6.13)

其中 ρ = ρ0 + ρ1 是整体的密度，ρi ≡ nimi，p 是静水压（pi 则是分压）．将

式 6.11 和 6.12 两相对照，我们可以给出 Φ
(1)
i 的一个拟设

Φ
(1)
i = −Ai.

∂ lnT

∂r
−Di.dij − 2Bi :

∂c

∂r
, (6.14)

其中 A、D 和 B 的积分应该分别等于式 (6.12) 中的对应系数，即

f
(0)
i (C2

i − 5/2)Ci = n2
i Ii(Ai) + ninjIij(Ai +Aj), (6.15)

(−1)ix−1i f
(0)
i Ci = n2

i Ii(Di) + ninjIij(Di +Dj), (6.16)

f
(0)
i

0

CiCi = n2
i Ii(Bi) + ninjIij(Bi + Bj). (6.17)

如果不考虑外力，可以证明

dij =
∂xi
∂r

= n−1∇ni. (6.18)

我们现在就可以通过一阶近似的 fi，即 f
(0)
i + f

(1)
i ，来获取气体混合物的输
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运性质．扩散指的是气体的两个组分具有不同的平均本动速度，它们的差为

C0 −C1 =
1

n0

∫
f0C0 dc0 −

1

n1

∫
f1C1 dc1

=− 1

3

[{ 1

n0

∫
f 0
0C0.D0 dc0 −

1

n1

∫
f 0
1C1.D1 dc1

}
d01

+
{ 1

n0

∫
f 0
0C0.A0 dc0 −

1

n1

∫
f 0
1C1.A1 dc1

} ∂

∂r
lnT

]
=
1

3
n[{D,D}d01 + {D,A}

∂

∂r
lnT ],

(6.19)

我们将扩散系数定义为 D01 ≡ (n0n1/3n){D,D}，以及定义热扩散系数为

DT ≡ (n0n1/3n){D,A}．我们可以进一步定义热扩散比 kT ≡ DT/D01，热扩散

因子 α01 ≡ kT/x0x1．

如果我们研究气体中的能量流（flux）q，我们得到

q = −λ ∂

∂r
T +

5

2
kBT (n0C0 + n1C1) + kBnTkT(C0 − C1), (6.20)

其中，

λ ≡ 1

3
kBn

2[{A,A}{A,D}2/{D,D}] (6.21)

是热传导系数，它反映了气体对于温度梯度的响应．我们定义 Ãi ≡ Ai − kTDi，

故

λ =
1

3
kBn

2{Ã, Ã}. (6.22)

类似地，如果我们考虑压强张量，我们有

p(1) = −4

5
kBn

2T{B,B}

0

∂

∂r
c, (6.23)

故粘度 µ 定义为

µ ≡ 2

5
kBn

2T{B,B}. (6.24)

显然，获取这四个系数的关键就在于找到一个健壮的方法计算积分 {A,A}、
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{A,D}、{D,D} 和 {B,B}，而这些矢量和矩阵（Ã、D 和 B）可以写为

Ã0 =

∞∑′

p=−∞

apa
(p)
0 , Ã1 =

∞∑′

p=−∞

apa
(p)
1

D0 =

∞∑
p=−∞

dpa
(p)
0 , D1 =

∞∑
p=−∞

dpa
(p)
1 ,

B0 =

∞∑′

p=−∞

bpb
(p)
0 , B1 =

∞∑′

p=−∞

bpb
(p)
1 ,

(6.25)

其中
∑′

表示对 p ̸= 0 的所有情况求和．当 p > 0 时，我们有

a0
0 =M

1/2
0 ρ1C0/ρ, a0

1 = −M
1/2
1 ρ0C1/ρ,

ap
0 = S

(p)
3/2(C

2
0 )C0, a−p0 = 0,

ap
1 = 0, a−p1 = S

(p)
3/2(C

2
1 )C1,

bp
0 = S

(p−1)
5/2 (C2

0 )
0

C0C0, b−p0 = 0,

bp
1 = 0, b−p1 = S

(p−1)
5/2 (C2

1 )
0

C1C1,

(6.26)

其中 S
(n)
m 是 Sonine 多项式（在更一般的文献中，称为连带 Laguerre 多项式）．

Sonine 多项式可以写为

S(n)
m (x) =

n∑
p=0

(−x)p

p!

(
m+ n

m− p

)
, (6.27)

它们具有如下的正交性

∫ ∞
0

e−xS(p)
m (x)S(q)

m (x)xm dx =

0 (p ̸= q)

Γ(m+ p+ 1)/p! (p = q)

. (6.28)

使用 Sonine 多项式为基，求解积分 {A,A}、{A,D}、{D,D} 和 {B,B} 的问

题就转变为了线性代数问题．这里，我们仅使用 B 作为例子．我们定义

{B,b(p)} = βp, (6.29)
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回顾式 6.17

β1 =
5n0

2n2
= n−1

5x0
2
, β−1 =

5n1

2n2
= n−1

5x1
2
, (6.30)

βq = 0 (q ̸= ±1). (6.31)

因此，

{B,B} =
∑
p

bp{B,b(p)}

=b1β1 + b−1β−1.

(6.32)

这里注意到我们使用 S
(p)
5/2 来展开 B，这导致了 βq = 0(q ̸= ±1)，因为我们发现

{B,b(q)} 的表达式具有如下的结构

∫ ∞
0

exp
{
−C2

}
(C2)5/2S

(q−1)
5/2 (C2) d(C2) ,

这与 Sonine 多项式的正交性公式一致．于是，bp 就成为了计算 {B,B} 的关键．

我们进一步将 {B,bq} 中的 B 展开，这样式 6.29 就可以写为

∞∑′

p=−∞

bpbpq = βq, (6.33)

其中

bpq = {b(p),b(q)}. (6.34)

如果我们只使用有限个数的 p 和 q，这可以写为矩阵乘积的形式．正如式 6.24

中所定义的, 粘度和总体的数密度 n 无关（当然和摩尔分数 xi 有关），可以看

出，该式中 n2 和来自 bi 以及 βp 中的 n 互相抵消．（事实上，在我们研究的四

种性质中，扩散系数和热扩散系数是和总体密度的倒数成正比，而粘度和热导

率则和扩散系数无关．）很显然，其他的几个积分也可以按照这样的模式进行求

解．矩阵元 apq 和 bpq 可以由 Ω 积分给出，见下文．
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扩散率 D01 和热扩散率 DT 的公式为

[D01]n =

(
kBT

p

)
1

2
x0x1

(
2kBT

m

)1/2

d
(n)
0 ,

[DT]n =−
(
kBT

p

)
5

4
x0x1

×
(
2kBT

m

)1/2 (
x0M

−1/2
0 d

(n)
1 + x1M

−1/2
1 d

(n)
−1

)
.

(6.35)

读者可能会发现相比文献 [181]，此处的公式有额外的 kBT/p = n−1 系数．这

是因为我们将 δ0 定义中 n−1 移除了（见下文）．扩散系数与总体的密度（或

者压强）成反比，且在实务中人们往往报道 p = 1atm 时的扩散性质（例如文

献 [182]）．在 PENG中，我们遵循这样的传统并且最终给出 1 atm 下的（热）扩

散系数．

在上述公式中，下标 n（[· · · ]n）表示“· · · 的第 n 阶近似”，而上标 (n) 意

思是第 n 阶矢量的元素（见下文）．第 n 阶矢量是指

d(n) = (d−n,· · · ,d−1,d0,d1,· · · ,dn)T,

δ(n) = (0, · · · ,0, δ0,0, · · · ,0 )T,
(6.36)

其中上标 T 指转置，

δ0 =
3

2

(
2kBT

m0

)1/2

(6.37)

而

d(n) =
(
D(n)

)−1
δ(n). (6.38)

D(n) 矩阵是

D(n) =



a−n−n · · · a−n−1 a−n0 a−n1 · · · a−nn
...

. . .
...

...
... . .

. ...

a−1−n · · · a−1−1 a−10 a−11 · · · a−1n

a0−n · · · a0−1 a00 a01 · · · a0n

a1−n · · · a1−1 a10 a11 · · · a1n
... . .

. ...
...

...
. . .

...

an−n · · · an−1 an0 an1 · · · ann


, (6.39)
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其元素为

apq = aqp = x20Hpq(0000) + x0x1Hpq(0001),

ap−q = a−qp = x0x1Hpq(0101),

a−pq = aq−p = x1x0Hpq(1010),

a−p−q = a−q−p = x21Hpq(1111) + x1x0Hpq(1110),

ap0 = a0p = x0x1M
1/2
0 Hp0(0001),

a−p0 = a0−p = −x1x0M1/2
1 Hp0(1110),

a00 = 8x0x1M0M1Ω
(1,1)
01 ,

(6.40)

其中对任何正的 p 和 q，Hpq(abαβ) =
[
S
(p)
3/2(C

2
a)Ca, S

(q)
3/2(C

2
b )Cb

]
αβ
．注意文

献 [181] 中缺失了最后三行．指标 a 和 b 指的是质量而 α 和 β 指的是碰撞积分

Ω
(ℓ,s)
αβ (T )．当 a = b = α = β 时，

Hpq(abαβ) = 8

(min[p,q]+1)∑
ℓ=2

(p+q+2−ℓ)∑
s=ℓ

A′′′pqsℓΩ
(ℓ,s)
αβ , (6.41)

其中

A′′′pqsℓ =

(
1

2

)(p+q+1) min[p,q,s,(p+q+1−s)]∑
i=(ℓ−1)

8i(p+ q − 2i)!

(p− i)!(q − i)!

× 1 + (−1)ℓ

ℓ!(i+ 1− ℓ)!
(−1)(s+i)

(s− i)!(p+ q + 1− i− s)!

× (s+ 1)!

(2s+ 2)!

(2(p+ q + 2− i))!
(p+ q + 2− i)!

22s

4(p+q+1)

× [(i+ 1− ℓ)(p+ q + 1− i− s)− ℓ(s− i)] .

(6.42)

当 a ̸= b, α ̸= β, a = α且 b = β 时，

Hpq(abαβ) = 8

(min[p,q]+1)∑
ℓ=1

(p+q+2−ℓ)∑
s=ℓ

A′′pqsℓΩ
(ℓ,s)
αβ , (6.43)
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其中

A′′pqsℓ =M
(p+1/2)
b M (q+1/2)

a

×
min[p,q,s,(p+q+1−s)]∑

i=(ℓ−1)

8i(p+ q − 2i)!

(p− i)!(q − i)!

× (−1)ℓ

ℓ!(i+ 1− ℓ)!
(−1)(s+i)

(s− i)!(p+ q + 1− i− s)!

× (s+ 1)!

(2s+ 2)!

(2(p+ q + 2− i))!
(p+ q + 2− i)!

22s

4(p+q+1)

× {(i+ 1− ℓ)(p+ q + 1− i− s)− ℓ(s− i)}.

(6.44)

当 a = b 而 α ≠ β 时，

Hpq(abαβ) = 8

(min[p,q]+1)∑
ℓ=1

(p+q+2−ℓ)∑
s=ℓ

A′pqsℓΩ
(ℓ,s)
αβ , (6.45)

其中

A′pqsℓ =

min[p,q,s,(p+q+1−s)]∑
i=(ℓ−1)

8i(p+ q − 2i)!

(p− i)!(q − i)!

× 1

ℓ!(i+ 1− ℓ)!
(−1)(s+i)

(s− i)!(p+ q + 1− i− s)!

× (s+ 1)!

(2s+ 2)!

(2(p+ q + 2− i))!
(p+ q + 2− i)!

22s

4(p+q+1)

×
(min[p,q,(p+q+1−s)]−i)∑

w=0

F (i+1−ℓ)G
w

w!

× (p+ q + 2− i− s− w)w
(2(p+ q + 2− i)− 2w + 1)w

(p+ 1− i− w)w

× (p+ q + 3− i− w)w
(2(p+ q + 2− i)− w + 1)w

(q + 1− i− w)w

× 2(2w−1)
M i

aM
i
1−aM

(p+q−2i−w)
1−a

(p+ q + 1− 2i− w)w
×
[
2MaF

−1(i+ 1− ℓ)(p+ q + 1− i− s− w)

− 2M1−aℓ(s− i)
]
,

(6.46)

这里 F = (M2
0 +M2

1 ) /2M0M1 而 G = (Ma −M1−a) /M1−a．在上述公式中，
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n! = Γ(n+ 1) 代表阶乘，(z)n = Γ(z + n)/Γ(z) 是 Pochhammer 符号．注意我们

使用了从 0 开始的计数习惯，因此 1− a 指的是除 a 以外的另一种原子．

二元气体混合物的热传导系数 λ 为

[λ]n =− 5

4
kB

(
2kBT

m

)1/2

×
(
x0M

−1/2
0 a

(n)
0 + x1M

−1/2
1 a

(n)
−1

)
.

(6.47)

上下标的规则和扩散系数一样．矢量 a(n) 和 α(n) 为

a(n) = (a−n,· · · ,a−1, a1, · · · ,an)T,

α(n) = (0, · · · ,α−1,α1, · · · , 0)T,
(6.48)

其中

α−1 = −
15

4
x1

(
2kBT

m1

)1/2

, α1 = −
15

4
x0

(
2kBT

m0

)1/2

, (6.49)

而

a(n) =
(
A(n)

)−1
α(n). (6.50)

这里，A(n) 是 D(n) 的 (0, 0) 余子式，即移除式 6.39 中的有颜色的行列．

相似地，粘度 η 由下式给出

[η]n = kBT
(
x1b

(n)
1 + x2b

(n)
−1

)
, (6.51)

其中

b(n) = ( b−n, · · · , b−1, b1, · · · , bn)
T,

β(n) = ( 0, · · · , β−1, β1, · · · , 0)T,
(6.52)

而

b(n) =
(
B(n)

)−1
β(n). (6.53)

β 中元素的表达式为（注意到文献 [183] 中多余的负号已经被移除）

β1 =
5

2
x0, β−1 =

5

2
x1. (6.54)
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矩阵 B(n) 的形式和 A(n) 一致，

B(n) =



b−n−n · · · b−n−1 b−n1 · · · b−nn
...

. . .
...

... . .
. ...

b−1−n · · · b−1−1 b−11 · · · b−1n

b1−n · · · b1−1 b11 · · · b1n
... . .

. ...
...

. . .
...

bn−n · · · bn−1 bn1 · · · bnn


, (6.55)

其矩阵元为（对 p > 0 且 q > 0）

bpq = aqp = x20Lpq(0000) + x0x1Lpq(0001),

bp−q = a−qp = x0x1Lpq(0101),

b−pq = aq−p = x1x0Lpq(1010),

b−p−q = a−q−p = x21Lpq(1111) + x1x0Lpq(1110).

(6.56)

其中 Lpq(abαβ) 定义为

Lpq(abαβ) =
[
S
(p−1)
5/2

(
C2

a

) 0

CaCa, S
(q−1)
5/2

(
C2

b

) 0

CbCb

]
αβ
. (6.57)

当 a = b = α = β 时，

Lpq(abαβ) =
16

3

(min[p,q]+2)∑
ℓ=2

(p+q+4−ℓ)∑
s=ℓ

B′′′pqsℓΩ
(ℓ,s)
αβ , (6.58)
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其中

B′′′pqsℓ =

(
1

2

)(p+q+2)
22s

4(p+q+2)

× (s+ 1)!

(2s+ 2)!

[
1 + (−1)ℓ

]
ℓ!

min[p,q,s,(p+q+2−s)]∑
i=(ℓ−2)

× (−1)s+i

(p+ q + 2− i− s)!
(p+ q − 2i)!

(p− i)!(q − i)!(s− i)!

× [2(p+ q + 3− i)]!
(p+ q + 3− i)!

8i

(i+ 2− ℓ)!

×
{
(i+ 1− ℓ)(i+ 2− ℓ)

×
[
(p+ q + 1− i− s)(p+ q + 2− i− s)

− 1
2
(s− i)(s− i− 1)

]
+ 3

2
(ℓ− 1)ℓ(s− i)(s− i− 1)

− 2ℓ(i+ 2− ℓ)(s− i)(p+ q + 2− i− s)
}
.

(6.59)

当 a ̸= b, α ̸= β, a = α且 b = β 时，

Lpq(abαβ) =
16

3

(min[p,q]+2)∑
ℓ=1

(p+q+4−ℓ)∑
s=ℓ

B′′pqsℓΩ
(ℓ,s)
αβ , (6.60)
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其中

B′′pqsℓ =M
(p+1)
b M (q+1)

a

(
1− δs,(p+q+3)

)
×

min[p,q,s,(p+q+2−s)]∑
i=(ℓ−2)

22s

4(p+q+2)

8i(p+ q − 2i)!

(p− i)!(q − i)!

×
(−1)(s+i)

(
1− δi,(−1)

)
(s− i)!(p+ q + 2− i− s)!

× (s+ 1)!

(2s+ 2)!

[2(p+ q + 3− i)]!
(p+ q + 3− i)!

(−1)ℓ

ℓ!(i+ 2− ℓ)!

×
{
(i+ 1− ℓ)(i+ 2− ℓ)

×
[
(p+ q + 1− i− s)(p+ q + 2− i− s)

− 1
2
(s− i)(s− i− 1)

]
+ 3

2
(ℓ− 1)ℓ(s− i)(s− i− 1)

− 2ℓ(i+ 2− ℓ)(s− i)(p+ q + 2− i− s)
}
.

(6.61)

当 a = b 而 α ̸= β 时，

Lpq(abαβ) =
16

3

(min[p,q]+2)∑
ℓ=1

(p+q+4−ℓ)∑
s=ℓ

B′pqsℓΩ
(ℓ,s)
αβ , (6.62)
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其中

B′pqsℓ =
(
1− δs,(p+q+3)

)
×

min[p,q,s,(p+q+2−s)]∑
i=(ℓ−2)

22s

4(p+q+2)

8i(p+ q − 2i)!

(p− i)!(q − i)!

×
(−1)(s+i)

(
1− δi,(−1)

)
(s− i)!(p+ q + 2− i− s)!

(s+ 1)!

(2s+ 2)!

× (2(p+ q + 3− i))!
(p+ q + 3− i)!

×
(min[p,q,(p+q+2−s)]−i)∑

w=0

(p+ 1− i− w)w(q + 1− i− w)w
w!(p+ q + 1− 2i− w)w

× (p+ q + 3− i− s− w)w
(2(p+ q + 3− i)− 2w + 1)w

2(2w−2)Gw

× (p+ q + 4− i− w)w
(2(p+ q + 3− i)− w + 1)w

×M i
aM

i
1−aM

(p+q−2i−w)
1−a

F (i+2−ℓ)M2
a

ℓ!(i+ 2− ℓ)!

× 4
{3
2

M2
1−a

M2
a

ℓ(ℓ− 1)(s− i)(s− i− 1)

− 2

F

M1−a

Ma

ℓ(i+ 2− ℓ)(s− i)(p+ q + 2− i− s− w)

+
1

F 2
(i+ 1− ℓ)(i+ 2− ℓ)

×
[
(p+ q + 1− i− s− w)(p+ q + 2− i− s− w)

− 1

2

M2
1−a

M2
a

(s− i)(s− i− 1)
]}
.

(6.63)

这里 F = (M2
0 +M2

1 ) /2M0M1，G = (Ma −M1−a) /M1−a．

在上面的公式中，核心的元素就是碰撞积分 Ω
(ℓ,s)
αβ ，它由原子对之间的经典

碰撞所决定．Ω
(ℓ,s)
αβ 的数值计算通常在约化单位下进行，其中长度的单位是原子

碰撞的半径 σ，此时势能为 0，而能量的单位为势能曲线的势阱深度 ε．在这种

单位制下，约化的势能曲线为 V ⋆(r⋆) = εV (σr⋆)，其中星号（⋆）代表无量纲的

约化量．很显然，我们可以使用上面介绍的约化单位将全部的经典碰撞积分转

化为“星号形式”．

为了计算 Ω
(ℓ,r)
αβ ，我们必须进行三种数值积分．散射角 χ 是碰撞的初始动能
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E⋆ 及碰撞参数 b⋆ 的函数，由下式给出

χ(E⋆, b⋆) = π − 2b⋆
∫ ∞
rm

dr⋆

r⋆2F (r⋆)
, b⋆ ∈ [0,+∞), E⋆ ∈ [0,+∞). (6.64)

其中

F (r⋆) =

[
1− V ⋆(r⋆)

E⋆
− b⋆2

r⋆2

]1/2
. (6.65)

碰撞截面 Q(ℓ)⋆ 是初始动能 E⋆ 的函数，

Q(ℓ)⋆(E⋆) =
2

1− 1+(−1)ℓ
2(1+ℓ)

∫ ∞
0

(
1− cosℓ χ(E⋆, b⋆)

)
b⋆ db⋆ . (6.66)

碰撞积分 Ω⋆(ℓ,s) 是约化温度 T ⋆ 的函数

Ω⋆(ℓ,s)(T ⋆) =
1

(s+ 1)!

∫ ∞
0

e−xxs+1Q⋆(ℓ)(xT ⋆) dx , (6.67)

而 Ω(ℓ,s)(T ) 可以由下式获得

Ω(ℓ,s)(T ) =

1
2
(s+ 1)!

[
1− 1+(−1)ℓ

2(1+ℓ)

]
√

2πµ/kT
Ω⋆(ℓ,s)(T ⋆). (6.68)

不同的数值积分方案可以在这三个积分中使用．不同的数值积分方案也可以自

由组合使用．

6.3 程序实现及开发者指南

6.3.1 PENG 的程序结构

程序的主要结构见图 6.1．本程序是以 OOP 范式编写的．在继续介绍前，

我们有必要向（物理化学专业的）读者解释一下 OOP．尽管在教科书 [184–186]

中，往往作者们把 OOP 中的“对象”（object，或类，class）介绍为现实生活中

“物件”的抽象，但实际上我们也经常把算法抽象为一个对象 [187,188]．如果这样

讲还是太过抽象的话，读者可以将这类型的对象当作一些具有特定功能的计算

器的抽象．对于熟悉过程式编程（例如 Fortran 77）的读者来说，OOP 为我们

提供了管理共用变量、以及在同一个程序中对于不同问题复用代码的优雅解决
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方案．

PENG 中的所有核心代码都在命名空间 peng 中．在本工作中，原子对
（AtomPair 类）是我们思考的中心．对于原子 0 和 1 组成的混合物，我们需要

考虑三种原子对：00、01 和 11．AtomPair 类将原子的信息成对储存，而原子
的信息则存在 Atom 类中，而原子间的势能曲线的信息存为 FuncDeriv1D 类．

FuncDeriv1D 类是对一维函数 f(x) 及其导数的抽象．该类的最重要的两

个方法是 value() 以及 derivative()．在程序的其他部分，如果一个函数的
值和导数需要被同时调用时，我们总是同时用相同的 x 来先后调用这两个方

法．因此，我们设计了一个缓存机制来存储中间变量以节约计算时间．注意到

FuncDeriv1D::derivative() 并不是一个纯虚函数，如果没有提供该函数的
分析导函数，PENG 会自动退回有限差分方法得到导数值．

原始的势能函数会被传给 Pot1DFeatures 来用数值方法获取 σ 和 ε，无量

纲的约化势能函数 V ⋆ 会被函数 Pot1DFeatures::reduced_potential() 返
回．V ⋆ 则会被传递给 ReducedPotentialQuadrature 类来完成 Ω(ℓ,s)⋆(T ⋆) 的

积分，该积分由上述类的 Omega() 方法给出，该方法则会自动调用其 Q() 和
Chi() 两个方法．

ReducedPotentialQuadrature 中的三个主要方法 Omega()、Q() 和
chi()，实际上是三个类（OmegaImpl、QImpl 和 ChiImpl）的接口．这三
个纯虚类的具体实现可以在编译时通过 ReducedPotentialQuadrature 的模
板方法 set_algorithm<TChi, TQ, TOmega>() 调用．对于开发者来说，这些
具体类是 PENG 的可扩展性所在．OmegaGL、QCG 和 ChiCG 为实现这些积分算
法提供了实例．

当我们准备好 Ω(ℓ,s)(T ) 的程序后，我们就可以计算输运性质了，其代码在

TransportProperties 类中实现．尽管我们已经为 Ω(ℓ,s)(T ) 提供了计算实现，

在 PENG 中，我们还是留下了接口 OmegaComp 类，以及具体类 OmegaCache．
后者仅当 ℓ、s 和 T 的新组合出现时才调用 AtomPair，否则直接否则就返回存
储在本地缓存中的 Ω(ℓ,s)(T )．我们留下接口的原因是我们不想将我们的用户局

限于我们所提供的碰撞积分具体实现中．此外，Ω(ℓ,s)(T ) 是实时计算的，以防止

无意义的高阶积分计算，后者在数值计算上的难度比低阶项困难得多．

尽管 PENG 是按照一个程序库来设计的，我们还是提供了一个用户界面

（Users’ Interface，UI）方便终端用户使用．UI 和库的设计是解耦的．UI 部分的
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OmegaComp

+ operator()(l, s, T): Ω
TransportProperties

+ evaluate(T, x0, propertyorder):
D12, DT, λ, η

3

OmegaCache

+ atompair...: AtomPair

AtomPair

- atom0_: Atom

- atom1_: Atom

- ppot_: FuncDeriv1D*

+ Omega(...): double

1

ReducedPotentialQuadrature

# p_reduced_pot_: FuncDeriv1D*

# p_chi_impl_: ChiImpl*

# p_q_impl_: QImpl*

# p_omega_impl_: OmegaImpl*

+ set_algorithm<TConcChi,
TConcQ, TConcOmega>()

+ Omega(...)

+ Q(...)

+ chi(...)

1

Pot1DFeatures

# ppot_: FuncDeriv1D*

+ reduced_potential()

1

ChiImpl

+ chi(...)

QImpl

+ Q(...)

OmegaImpl

+ Omega(...)

1

1

1

ChiCG

+ chi(...)

QCG

+ Q(...)

OmegaGL

+ Omega(...)
Math tools: optimizer, integrator,

root finder...

libpeng.so

End user

Task

+ Task(...)

+ excute()

+ chant()

main()

print

JSON

图 6.1 PENG 的统一建模语言（Unified Modeling Language，UML）框图．这里

只绘出了程序的主要结构，可扩展的部分使用了浅橙色标注．
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代码也为用户提供了如何在他们自己的项目中使用 PENG 的例子．

6.3.2 PENG 中实现的算法

为了提供给终端用户一个可以使用的软件，并且测试我们的计算框架，我

们提供了一些具体类来做积分．我们借鉴文献 [175] 中的方法，χ 被重新写为 rm

的函数，

χ(E⋆, r⋆m) = χ
(
E⋆, b⋆ = r⋆m

√
E⋆ − V ⋆(r⋆m)

E⋆

)
, (6.69)

而在 [rm,∞) 区间中的积分通过 r → rm/r 被重新映射到 (0, 1)，进而使用

Chebyshev–Gauss（CG）积分规则 [189] 进行数值积分．注意 CG规则是为 (−1, 1)

区间设计的．要在我们的场景中使用它，我们将 χ 积分中的被积函数延拓成一

个偶函数，而我们只取正半轴的部分．CG 数值积分基于 Chebyshev 节点，该

类节点是嵌入式的，在我们的实现中，我们总是取 3n (n = 1, 2, . . .) 个节点，从

而可以复用上一步的被积函数值．该积分方法在 CGQuadrature 类中实现．
积分截面 Q(ℓ)⋆ 为

Q(ℓ)⋆(E⋆) =
2

1− 1+(−1)ℓ
2(1+ℓ)

∫ ∞
0

(
1− cosℓ χ

)
b⋆ db⋆

=
1

1− 1+(−1)ℓ
2(1+ℓ)

∫ ∞
0

(
1− cosℓ χ

)
d
(
b⋆2
)

=
1

1− 1+(−1)ℓ
2(1+ℓ)

[∫ r⋆O′

r⋆E

+

∫ ∞
r⋆O

] (
1− cosℓ χ

)
× d

(
r⋆2m

E⋆ − V ⋆(r⋆m)

E⋆

)
.

(6.70)

由于环绕现象 [171,174–176]，当能量小于 E⋆
C （对应 r⋆C，该点为下式最小点）

y(r⋆) = V ⋆(r⋆) + 1
2
r⋆
dV ⋆(r⋆)

dr⋆
(6.71)

时，该积分必须被分为两部分．式中，r⋆E 是给定能量 E⋆ 时原子对能够访问到

的最小约化核间距，对应 b⋆ = 0 的情形．r⋆O 和 r⋆O′ 是下式的根

V ⋆(r⋆) +
b⋆2E⋆

r⋆2
− E⋆ = 0. (6.72)
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当 E⋆ > E⋆
C 时，我们取 r⋆O = r⋆O′ = r⋆C．这两个积分可以使用 CG 数值方法求

解，代码实现于 QCG．注意当环绕现象发生时，即 |χ| 很大时（在当前实现中，
|χ| > 20π），我们很难从数值方法获得准确的散射角．参考文献 [174]及其中的代

码，cosl(χ) 由其平均值代替

cosℓ(χ) =


0 (ℓ 为奇数)

(ℓ−1)!!
ℓ!!

=
Γ( ℓ

2
+ 1

2
)

Γ( ℓ
2
+1)
√
π

(ℓ 为偶数)
. (6.73)

为数值计算 Ω(ℓ,s)⋆，我们使用了广义 Gauss–Laguerre（GL）积分规则 [189]，

因为 Ω(ℓ,s)⋆ 的公式和广义 GL 规则的公式形式一致．广义 GL 规则的格点和权

重可由程序自动生成 [190]．注意在广义 GL 规则中，不同的 s 对应不同的积分格

点和权重．计算 Ω(ℓ,s)⋆(T ⋆) 的算法实现在 OmegaGL 中，后者被 AtomPair 类所
调用以计算获得 Ω(ℓ,s)(T )．

我们注意到在我们的实现中，计算的时间会比文献 [174–176] 的略长．这主

要是因为我们没有采用那些实现中对 Q 采用的插值近似．在那些文献的实现中，

被 Ω 调用的 Q 是从插值而不是积分获得的．然而，我们发现这使得最后的结果

不稳定，即便我们只是计算更高温度下的输运性质，低温的结果也会随之改变．

这是因为在他们的实现中，输入的温度范围改变会导致插值的节点变化，从而

导致 Ω 及随后的输运性质都发生改变．当然，这一缺陷可以通过一些补丁来修

补，例如使用嵌套的插值节点．然而，既然我们已经有了更强大的计算机，我们

完全可以直接计算这些 Q．但如果用户需要使用插值的方法来实现更多温度下

Q 的计算，他们可以通过插值方法实现自己的 QImpl 子类（也许可以嵌入我们
的 QCG 类实现节点上的 Q 值计算）．

本文中提到的和没有提到的所有实现细节都可以在 PENG 的源代码中的注

释中找到．并且，读者可以通过使用 Doxygen [191] 来生成 HTML 的文档．开发

者可以参考这些文档来增添新的算法．除了编译器提供的语法检查，我们还使

用 Valgrind [192] 来确保 PENG 没有内存泄露或者变量未初始化等问题．

6.4 终端用户指南
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6.4.1 势能曲线

首先，“终端用户”仍然需要会写一些简单的 C 程序：毕竟 PENG 需要调

用用户提供的势能曲线函数．由于 C++ 的名字修饰机制，使用用户提供的势

能曲线的轻量化方案是使用 C 语言的接口，使用 C 语言接口是 GNU/Linux 平

台上的事实标准．

用户至少需要提供计算势能曲线的值的函数，其函数签名为（C 语言）
double value(double r);

对于一个真实体系，r 的单位为 Ångström（Å）, 返回值（势能）的单位应为

Kelvin（K）．

通常，我们也会了解势能曲线的分析梯度信息．在这种情况下，编写如下

签名的函数
double derivative(double r);

不过如果没有势能曲线的梯度信息，不要随便提供一个错误的！如果程序

没有找到势能的梯度，它就会使用有限差分法自己克服困难（见上一节关于

FuncDeriv1D 类的叙述）．
三个原子对的势能曲线需要在三个独立的文件中编写．例如，如果我们想

要告诉 PENG 一个 Lennard–Jones 势能，我们可以写如下的代码，
/**
* File: lj.c
* Lennard-Jones Potential (12-6)
*/

#include <math.h>

/* Some local cache */
static double rm6 = 0.0;
static double oldr = -1.0;

void update_r(double r) {
if (oldr != r) {
rm6 = pow(r, -6);
oldr = r;

}
}

/* V(r)=4(r^-12-r^-6) */
double value(double r) {
update_r(r);
return 4 * (rm6 * rm6 - rm6);

}

/* V'(r)=4(-12*r^-13+6r^-7) */
double derivative(double r) {
update_r(r);
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return 4 * (-12 * rm6 * rm6 / r + 6 * rm6 / r);
}

并将其编译为动态链接库．

gcc -O3 -Wall -fPIC -shared -o lj.so lj.c

6.4.2 JSON 输入文件

势能曲线库文件的位置以及计算所需的其他信息要写入输入文件．输入文

件为 JSON 格式，该格式是一个流行的人类可阅读的而又可以存储多种类型数

据的格式．例如，He 和 Xe 的 JSON 文件就可以写成如下的形式
{
"atoms": [
{
"name": "He",
"mass": 4.00260325413

},
{
"name": "Xe",
"mass": 131.9041550856

}
],
"potentials":[
{
"name": "HeHe",
"path": "./hehe.so"

},
{
"name": "HeXe",
"path": "./hexe.so"

},
{
"name": "XeXe",
"path": "./xexe.so"

}
],
"accuracy": 1.0e-2,
"temperatures": [
50.0,
100.0,
150.0,
200.0,
250.0,
300.0

],
"temperatures.bak": [
50.0

],
"propertyorder": 3,
"molefractions0": [
0.25,
0.50,
0.75

],
"molefractions0.bak": [
0.25
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]
}

JSON 文件的例子是自解释的，我们将关键词列在下面．出现在 JSON 文件中

的未列出的关键词，例如示例中的 temperatures.bak 等，不会影响计算，因
此，这些关键词可以被用作注释．

1. atoms：原子构成的序列，其中原子的名称只是起标记作用，质量单位为
原子质量单位（amu， 1

12
m(12C)）．

2. potentials：势能曲线构成的序列，次序为 atoms[0]-atoms[0]、atoms[0]-

atoms[1]、atoms[1]-atoms[1]．
3. accuracy：积分相对误差上限．
4. temperatures：计算性质对应温度的序列．
5. molefractions0：atoms[0] 的摩尔分数构成的序列，atoms[1] 的摩尔
分数根据该值计算．

6. propertyorder：计算输运性质的最高阶数．
JSON 输入文件和势能曲线动态链接库准备好后，就可以使用以下命令调

用 PENG 来计算输运性质
/path/to/peng.exe < input.json

计算出的输运性质会以有格式的表格的形式输出到标准输出 stdout．其表头为
元素名称、摩尔分数以及计算所用的阶数，接着是输运性质的名称和单位以及数

值结果．中间信息会被写入标准错误 stderr 中．由于 PENG 使用了 Unicode

来输出单位中的特殊字符，用户需要使用支持 UTF-8 的现代终端模拟器以正确

显示表格．用户可以在源代码的 examples 目录下找到这些例子．

6.5 案例研究：He 和 Xe 构成的二元混合气

使用 PENG，我们可以很容易地从第一性原理开始计算输运性质，从而和实

验值直接比对．如果势能函数是基于高级别电子结构理论以及合适的模式获得

的，那么结果就会是可靠的，并且理论还可以确认实验结果的正确性．例如在本

节中，我们计算了 He和 Xe构成的二元混合气的性质．对于原子对 He···He [193]、

Xe···Xe [130] 和 He···Xe [194]，我们都使用了已经发表的势能曲线．这三个最新的

势能函数非常精准，使用了高阶耦合簇理论以及大基组、还加上了相对论校正．

对于分子间相互作用问题，这样的方法可以提供光谱精度的势能函数（见第 3

130



第 6章 PENG: 稀薄二元气体混合物的输运性质计算程序

章）．因此，基于这些势能曲线的热物理性质预测对于理解实验和理论都是重要

的参考．
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T	/	K
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图 6.2 He – Xe 混合气的粘度．红色：xHe = 0.8687，蓝色：xHe = 0.5316，绿

色：xHe = 0.2677．线为本工作的计算结果，加号为文献 [195] 中的测量

结果．不同阶的粘度曲线使用了同一种颜色绘制，所以会看起来有多条

同种颜色的线重合．

由于 He 和 Xe 的质量差异过大，需要高阶的 Chapman–Enskog 解才能将

性质算准 [196]．该体系的粘度耐人寻味．实验 [195] 显示不同摩尔分数的混合气

体的粘度-温度曲线相互交叉，而我们这里的理论计算可以确认这样的交叉在

∼ 300K 处发生（图 6.2）．在本工作的中，我们将体系的粘度计算至 5 阶．总

体来说，曲线收敛得很快．值得注意的是，当 He 的摩尔分数为 0.8687 时曲

线收敛得明显比其他两条曲线慢，[µ]4 才是一个好的近似（图 6.3a），而对于

xHe = 0.2677，甚至 [µ]1 已经可以勉强接受了（图 6.3c）．
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图 6.3 He – Xe 混合气粘度计算的收敛性测试．小图 a：xHe = 0.8687，小图 b：

xHe = 0.5316，小图 c：xHe = 0.2677．不同配比的混合物计算的收敛行

为不同．

我们也可以基于（热）扩散系数来计算热扩散因子 α01 并与现有的实验值

对比．在图 6.4 中，计算得到的 α 与测量值 [197] 一同绘出．有趣的是，αXeHe(T )

函数并非单调的．计算得到的曲线和实验值基本吻合．然而，这样的吻合并不令

人满意．但是考虑到不同实验之间较大的偏差（见文献 [197] 中图 2)，在这个题

目中，计算数据可能更加可靠．我们计算到分布函数的 3阶展开，发现曲线逐步

收敛．同时注意到要得到这样平滑的曲线，必须要计算高精度的 Ω 积分．在这

个例子中，我们除非使用 1× 10−5 的相对误差阈值才能获得看起来平滑的曲线．
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图 6.4 He – Xe 等比例混合气的热扩散因子．红色、蓝色、绿色分别为 α 的一

阶、二阶、三阶近似．紫色加号是文献 [197] 中的实验值．

6.6 总结与展望

在本章中，我们介绍了 PENG，一个高可扩展的计算原子对间碰撞积分以

及混合气体输运性质的 C++ 库．这个库的整体理论基础是 Boltzmann 方程的

Chapman–Enskog 解．

在设计这个程序时，我们一直将“可扩展性”放在心中．计算碰撞积分的

三个主要步骤，散射角 χ、碰撞截面 Q 以及碰撞积分 Ω 都可以通过实现 PENG

中的虚类 ChiImpl、QImpl 和 OmegaImpl 的具体类来完成．尽管我们已经提供
了直接可以上手使用的基于 Chebyshev–Gauss 和 Gauss–Laguerre 积分规则的

算法，我们还是计划实现更多的算法，我们也欢迎来自社区的贡献．用户也可以

使用 TransportProperties 类轻易地与他们自己的积分代码结合．PENG 为

用户提供了计算热物理性质的能力，也为开发者提供了测试他们代码的平台．

当然，当前版本的 PENG 只能计算经典碰撞积分，也只能处理单原子分

子的二元混合气．这些功能在公开发表的程序中尚属罕见．在将来，我们计划

实现更多新的功能，例如计算量子碰撞积分 [171,198]，处理多原子分子构成的气

体 [199]，以及实现更多更加灵活的积分方案．
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附录

6.A 构建指南

PENG很容易安装．对于终端用户，如果有一台连接到互联网的 GNU/Linux

系统的计算机，就可以简单地在源代码的根目录下执行 make -j，Bash 脚本

external/prerequest.sh 就会自动运行，下载 PENG 所依赖的软件包，并

且在构建 PENG 之前自动构建这些依赖．对于没有互联网的情况，可以手动下

载以下 C++ 库

1. fmt (https://fmt.dev/latest/index.html),

2. JSON for modern C++ (https://json.nlohmann.me/),

3. NLOpt (https://nlopt.readthedocs.io/en/latest/),

4. Eigen (https://eigen.tuxfamily.org/).

并按照上述 shell 脚本中的编译细节来编译依赖．

代码可以在 openSUSE x86_64计算机上使用 GCC 12.1.1、Clang 14.0.6
以及 Intel ICC 2021.6.0 编译．它同样可以在 Android （使用 Termux）以

及 Microsoft Windows（使用 Windows Subsystem for Linux，WSL）编译．

6.B 数学准备

读者们（尤其是不熟悉气体统计理论的读者）可能在理解本章工作时遇到

困难，而数学是其中最大的拦路虎．在本附录中，我们将给出符号的定义，以及

部分符号的数学性质．由于篇幅关系，这里不提供证明．

6.B.1 D(r) 中的 ∂r/∂t

函数 F 的偏导数的第 r 阶微扰量可以使用链锁规则得到

∂rF

∂t
=

∑
λ∈{n,c,T}

∂F

∂λ

∂rλ

∂t
. (6.74)

134

https://fmt.dev/latest/index.html
https://json.nlohmann.me/
https://nlopt.readthedocs.io/en/latest/
https://eigen.tuxfamily.org/


第 6章 PENG: 稀薄二元气体混合物的输运性质计算程序

我们将 ∂rλ/∂t 分别定义为

∂rn

∂t
=

−
∂

∂r
.(nc) (r = 0)

0 (r > 0)

, (6.75)

∂rc

∂t
=


−
(
c.
∂

∂r

)
c+ F − 1

ρ

∂

∂r
.p(0) (r = 0)

−1

ρ

∂

∂r
.p(r) (r > 0)

, (6.76)

∂rT

∂t
=


−c.∂T

∂r
− 2

3kBn

(
p(0) :

∂

∂r
c+

∂

∂r
.q(0)

)
(r = 0)

− 2

3kBn

(
p(r) :

∂

∂r
c+

∂

∂r
.q(r)

)
(r > 0)

. (6.77)

6.B.2 有关 f (0) 的积分

我们再一次写下 Maxwellian 速度分布函数，即对于均匀、稳定气体的描述

（式 2.171）

f
(0)
i = ni

(
mi

2πkBT

)3/2

exp
{
−mi(Ci)

2/2kBT
}
.

我们设 F、G、H、K 等为速度的函数（我们会用下标来区分不同的物种），

我们定义如下的积分．I 定义为

n2
0I0(F ) ≡

∫∫∫
f
(0)
0 f (0)(F0 + F − F ′0 − F ′)gb db dϵ dc ,

n0n1I01(K) ≡
∫∫∫

f
(0)
0 f

(0)
1 (K −K ′)gb db dϵ dc ,

(6.78)

很显然，I 积分对其自变量成线性关系，并且注意到 I 只积分了部分变量，因

此 I0 和 I01 实际上是 c0 的函数，类似地，I1 和 I10 是 c1 的函数．

我们也可以对全部的变量积分．方括号积分 [F,G] 定义为

[F,G]0 = [G,F ]0 ≡
∫
G0I0(F ) dc0 . (6.79)

若 F 和 H 是 c0 的任意函数而 G 和 K 是 c1 的任意函数，我们定义

[F0 +G1, H0 +K1]01 ≡
∫
F0I12(H0 +K1) dc0 +

∫
G1I21(H0 +K1) dc1

=[H0 +K1, F0 +G1]01.

(6.80)
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对于二元混合气体，我们也需要定义下列的花括号积分（F 和 G 都是 c0 和 c1

的函数）

n2{F,G} =n2{G,F}

≡n2
0[F,G]0 + n0n1[F0 + F1, G0 +G1]01 + n2

1[F,G]1.
(6.81)

可以证明，[F,G] 和 {F,G} 也对其自变量 F 和 G 有线性．
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第 7 章 总结与展望

本文集中介绍了以光谱学和统计力学为中心的系列理论研究工作，研究范

围涵盖了势能模型、偶极矩函数、经典/量子杂化光谱学和非平衡态统计力学．

主要研究方法是模型构建和软件实现．

各章均已进行了小结，文前也有摘要，这里不再重复本文已经达成的“成

就”．整体的体系可以用图 7.1表示．总体而言，本文所发展的理论模型和软件

虽然都希望能够解决一类问题，但是理论总有局限性，有些局限性是根植于其

前提中的．

图 7.1 本文整体结构．蓝色是本文发展和使用的方法，黄色是这些方法的潜在

应用场景．

——在 mdMLR 模型中，虽然我们希望解决 vdW 体系的分子间相互作用

势能面，但终归解决的类型是预先定义的，对于包含分子内运动、分子和大分

子（乃至表面）等问题还没有机会研究，对于包含氢键等次级键这类化学中更

感兴趣的问题也没有能够给出很好的答案；

——在偶极矩函数的计算问题中，实际上我们仅对 vdW 体系的碰撞诱导偶

极进行了研究，对于更一般分子的偶极，尤其是对于成键的情况以及键异裂的
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情况，直接化用本文结论显然是不合适的；

——在 LQVE 框架中，本文构建了一个针对探针光谱的计算方案，但是对

于更一般的光谱的计算，乃至对于计算模拟全频段光谱的希望，还没有完全实

现；

——在 PENG 软件的构建方面，对多原子分子气体、量子气体、稠密气体

等问题也没有给出回答．

这些局限的原因，有的是一旦我们离开了某些前提假定理论就无法构建，

有的是部分数学工具尚不完善，有的则是计算机技术尚不成熟．但是这些模型

和软件的确已经解决了部分问题，并且用于很多具体的项目中了，有的则在持

续研究中．

我谨对本文相关部分工作的未来发展做出展望．

其一，在势能和偶极矩函数发展部分，除了更精确、尺度更大以外，我们

也需要注意到势能面构建的上下游理论：我们当然会希望电子结构理论方法变

得又快又准，另一方面，动力学和光谱计算作为势能面的下游理论，有时需要

特殊形式的势能．针对这些形式的势能定制势能面构建方案也许是未来一个有

趣的课题．

其二，在理论光谱学，尤其是本文提到的 LQVE 框架方面，我们可以进一

步的考虑多维或多个振子的高效表示方法．现在我们采用的线性坐标应该是理

解成本最低而表示效果较差的方案．当然要进行这方面的研究必须彻底研究分

子的振动理论及其计算方法，并且需要有较为扎实的数理知识储备．

其三，在统计理论方面，非平衡统计整个领域都极具挑战性．本文所完成

的工作是其中较为成熟的部分．而当多原子分子的内部自由度在气体或其他状

态的物质的输运性质中占据重要地位时，我们还是需要构建更高效的理论框架

和计算软件来处理．除了量子效应等常见难题，实际上对输运性质而言，高温

已经是一个不小的挑战．此外，真实体系中的输运问题不只是本文介绍的一阶

微扰那么简单．Boltzmann 方程的高阶微扰项也有待进一步研究．

希望本文介绍的工作对读者自身的研究有所裨益，也热烈欢迎读者进一步

完善本文的理论方法．
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